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译 者 的话 


这 是 一 本 关于 有 限 维 结合 代数 的 书 ， 它 不 仅 介绍 了 半 单 
代数 论 的 基础 ， 也 介绍 了 非 半 单 代数 论 的 基础 。 书 中 系统 地 
使 用 了 模 论 方法 。 在 较 具体 的 对 象 一 一 有 限 维 代数 上 学 习 近 
代 代数 方法 ， 对 初学 者 来 说 该 是 非常 有 益 的 ， 对 于 进一步 学 
习 近 代 有 限 维 代数 以 及 近代 环 论 都 是 很 有 好 处 的 。 

这 本 薄 薄 的 书 涉 及 的 内 容 还 是 较 广泛 和 较 深 入 的 。 叙 证 
上 很 精练 。 作 者 说 了 该 解释 的 话 ， 虽 然 读 者 常 需要 补充 一 些 
推 证 和 考 虐 一 些 细节 ， 我 们 在 赞赏 细致 叙 证 风格 的 同时 也 喜 
爱 这 种 风格 。 它 常 能 给 细心 的 读者 带 来 额外 的 收获 和 意外 的 
愉快 。 

我 们 是 怀 着 极 大 兴趣 把 这 本 苏联 代数 工作 者 的 著作 介绍 
给 我 国 年 青 的 代数 爱好 者 的 。 

于 北京 师范 大 学 
1983.2.6, 


序 言 


有 限 维 代数 的 理论 是 近世 代数 最 古老 的 分 支 之 一 。 它 的 
兴起 首先 要 联系 到 Hamilton 和 Cayley 的 工作 ， 前 者 提出 了 
著名 的 四 元 数 代 数 ， 后 者 对 和 矩阵 论 进行 了 研究 ， 以 后 ， 有 许 
多 数学 家 都 来 考察 有 限 维 代数 的 结构 。 在 他 们 当中 ， 应 当 提 
出 的 有 : P,Peirce, K.C.Peirce, Clifford, Weierstrass, 
Dedekind，Jordan，Frobenius. 十 九 世纪 末 , 中 ,Monnn, 
.Cartan 描述 了 复数 域 和 实数 域 上 的 半 单 代数 ， 并 对 非 半 
单 代数 进行 了 初步 的 探讨 。 

Wedderburn 开 创 了 有 限 维 代数 理论 发 展 的 新 阶段 ， 这 
一 理论 的 基本 结果 都 是 他 提出 来 的 ， 这 些 结 果 包 括 ， 对 任意 
域 上 半 单 代数 的 刻 划 ， 商 代数 关于 根 的 提升 定理 等 等 。 在 以 
Noether，Artin，Brauer 为 首 的 德国 学 派 的 代数 学 家 的 工 
作 中 ， 半 单 代数 的 理论 取得 了 近代 形式 ， 并 且 其 中 大 部 分 结 
果 被 移 置 到 有 极 小 条 件 的 环 〈Artin 环 ) 上 。 此 外 ， 在 这 些 工 
作 当 中 ， 模 (或 表示 ) 的 概念 发 挥 了 主导 作用 。 

有 限 维 代数 理论 的 进一步 发 展 基 本 上 沿 着 两 个 方向 进 
行 。 一 是 建立 无 限 维 代数 〈 以 及 没有 链条 件 的 环 ) 的 理论 ， 
这 方面 的 结果 集中 体现 在 Jacobson“ 环 的 结构 ”一 书 中 。 另 
一 个 方向 是 研究 非 半 单 代数 的 结构 ， 这 一 工作 磁 到 了 相当 大 
的 困难 ， 其 中 大 部 分 问题 至 今 未 能 解决 。 因 此 ， 在 这 一 领域 
当中 ， 划 分 出 一 些 “ 自 然 的 ”代数 类 并 对 它们 进行 描述 ， 就 


成 了 占据 主要 地 位 的 工作 。 这 一 方向 是 从 K6the， Asano， 
Nakayama 对 主 理想 代数 及 其 推广 的 研究 开始 的 。 

在 全 部 历史 进程 中 ， 有 限 维 代数 的 理论 与 各 个 不 同 的 数 
学 分 支 有 着 紧密 的 联系 ， 从 它们 当中 汲取 新 的 思想 和 方法 ， 
同时 也 对 它们 的 发 展 产生 了 一 些 本 质 的 影响 。 最 初 ， 这 一 理 
论 与 线性 代数 ， 群 及 其 表示 论 ，Galois 理 论 的 联系 是 最 深远 
的 ， 近 来 ， 特 别 由 于 对 非 半 单 代数 的 探讨 ， 同 调 代 数 ， 范 畴 
论 ， 代 数 几何 的 方法 开始 表现 出 重要 的 作用 。 

本 书 的 设想 是 作为 有 限 维 代数 理论 方面 的 现代 教科 书 。 
在 这 本 书 中 ， 模 论 〈 或 表示 论 ) 的 方法 是 基本 的 研究 工具 。 
我 们 认为 ， 利 用 模 论 的 方法 能 够 最 简单 明确 地 达到 目的 ， 得 
出 无 论 是 经 典 的 ， 还 是 现代 的 有 关 结 果 。 自 然 ， 我 们 无 法 对 
有 限 维 代数 的 各 个 方向 都 进行 相同 程度 的 阐述 ， 因 而 在 我 们 
的 书 中 ， 结 构 理论 ， 即 对 代数 结构 的 讨论 占 主要 地 位 ， 而 目 
前 正 处 于 高 潮 阶 段 的 代数 表示 理论 却 几乎 没有 涉及 ,无 疑 地 ， 
专家 们 还 会 指出 近期 兴起 的 一 些 其 它 分 支 亦 未 能 在 本 书 中 得 
到 反映 。 尽 管 如 此 ， 我 们 仍然 希望 这 本 书 为 读者 提供 如 下 可 
能 ， 一 是 便于 掌握 经 典 代数 理论 的 基本 结果 ， 二 是 为 了 解 近 
代 研究 成 果 作 好 充分 的 准备 。 

本 书 大 部 分 内 容 所 要 求 的 预备 知识 在 高 等 院 校 的 高 等 代 
数 和 线性 代数 标准 教学 大 纲 内 都 有 ， 大 学 二 、 三 年 级 的 学 生 
完全 能 够 掌握 。 此 外 ， 我 们 还 假设 读者 不 具备 模 论 和 环 论 方 
面 的 初步 知识 (不仅 如 此 ，“ 环 ”这 个 词 在 书 中 几乎 没有 
出 现 ) 。 当 然 ， 讨 论 群 表示 和 Galois 理 论 的 章节 要 求 读者 了 
解 群 的 基本 理论 (例如 不 超出 A.H.Kocrpauruz “代数 
学 引 论 ” 的 范围 ) 。 在 每 章 的 最 后 ， 附 有 复杂 程度 不 等 的 习 
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题 。 这 些 习题 当中 ， 有 一 些 是 帮助 消化 课文 内 容 的 例子 ， 也 
有 一 些 是 在 基本 课文 中 未 能 反映 的 理论 片断 。 我 们 奉劝 读 
者 〈 特 别 是 初学 者 ) ， 在 第 一 次 阅读 时 要 多 做 练习 ， 习 题 当 
中 最 困难 的 部 分 附 有 相当 详细 的 提示 。 

全 书 的 内 容 可 以 分 成 三 大 部 分 。 第 一 部 分 由 第 一 章 到 第 
三 章 组 成 ， 其 中 包括 代数 理论 的 基本 概念 ， 半 单 代 数 和 根 的 
经 典 定 理 。 第 三 章 的 最 后 几 节 用 于 讨论 代数 的 格式 ， 可 以 认 
为 是 现代 研究 方法 的 引 论 。 第 二 部 分 由 第 四 章 到 第 六 章 组 
成 ， 可 将 它 称 之 为 “ 半 单 代数 的 精细 理论 ”。 这 一 部 分 基于 
张 量 积 和 双 模 的 技巧 叙述 了 中 心 单 代数 ，Galois 域 论 初步 ， 
Brauer 群 的 概念 和 分 离 代数 理论 。 最 后 ,第 三 部 分 由 第 八 章 
到 第 十 章 组 成 ， 用 于 讨论 更 现代 的 一 些 结果 : 关于 模范 畴 等 
价 性 的 Morita 定 理 ， 拟 Frobenius 代数 ， 单 序列 代数 ， 继 承 
和 广义 单 序列 代数 的 理论 。 这 部 分 的 某 些 结果 该 是 只 能 在 杂 
志 的 论文 中 才能 找到 。 第 七 章 有 一 些 独特 之 处 ， 在 这 一 章 
中 ， 根 据 已 得 的 半 单 代数 理论 叙述 了 群 表示 论 ， 直 到 整 性 定 
理 和 Burnside 关 于 p"qs 阶 群 的 可 解 性 定理 。 

自然 ， 我 们 在 任何 地 方 都 没有 追求 叙述 和 证 明 最 一 般 性 
的 结果 ， 不 仅 如 此 ， 还 处 处 利用 了 有 限 维 的 特点 。 按 照 我 们 
的 看 法 ， 这 样 可 以 使 叙述 简单 化 。 有 经 验 的 读者 会 发 现 ， 书 
中 的 许多 结论 对 于 其 它 的 代数 系统 ， 例 如 Artin 环 也 是 成 立 
的 ， 但 是 ， 如 所 周知 ， 这 种 推广 通常 都 几乎 是 自动 完成 的 。 
而 在 一 些 不 是 这 样 的 场合 ， 则 必 将 引起 相当 复杂 的 新 考虑 ， 
在 我 们 看 来 ， 这 会 给 初学 者 阅读 本 书 带 来 较 大 的 困难 。 

我 们 没有 给 出 关于 有 限 维 代数 的 文献 的 全 面 介绍 ， 因 为 
即使 关于 书 中 涉及 的 问题 ， 其 文献 数量 之 大 亦 可 与 此 书本 身 
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页 数 相 比 。 我 们 仅 列 出 了 一 些 俄 文教 科 书 和 文献 ， 读 者 可 以 
从 中 了 解 到 环 与 代数 理论 的 另外 一 些 体 系 和 风格 。[1, 3-9]. 
半 单 代数 的 算术 问题 可 以 从 书籍 [ 2 ] 或 M.Denriug 的 经 典 教 
科 书 中 去 了 解 。 可 惜 的 是 ， 后 者 至 今 尚未 译 成 俄 文 。 

在 本 书 中 ， 我 们 沿用 通行 的 符号 。 特 别 是 字母 Q、R、C 
分 别 代表 有 理 数 域 、 实 数 域 和 复数 域 。 我 们 对 书 中 论断 按 节 
编 序 ， 例 如 “定理 W 。6.5” 指 第 四 章 中 号 码 为 6.5 的 定理 

〈 即 第 6 节 的 第 5 个 定理 ) 。 在 第 四 章 内 ， 就 把 这 个 定理 编 
号 为 定理 6.5。 
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第 一 章 引 论 


$1 基本 概念 例 


域 K 上 的 代数 或 -代数 ， 是 一 个 域 K 上 的 向 量 空间 4A， 
并 在 其 中 定义 了 双 线 性 结合 乘法 。 这 就 是 说 ， 从 向 量 空间 4 
中 任 取 两 个 有 序 元 素 c 和 b， 有 -4 中 唯一 确定 的 元 素 与 之 对 
应 ， 称 为 a、b 的 积 ， 记 作 ab， 并 且 Va, bcE4，c6E 天 ( 纯 量 ) 
满足 下 述 公理 ， 

Dal(b+c) =ab+acy 

2) (b+c)a=ba+ cas 

3) (an)b = a(ab) = a(ab); 

4) Cab)c = a(Cbc) 。 

代数 4 叫 作 有 限 维 或 无 限 维 代数 ， 取 决 于 4 作为 向 量 空 
间 是 有 限 维 或 无 限 维 的 。 我 们 基本 上 研究 有 限 维 代数 ， 尽 管 
在 某 些 章节 中 不 得 不 遇 到 一 些 无 限 维 代数 的 问题 

向 量 空间 .4 的 维 数 叫 作 代 数 .4 的 维 数 ， 记 作 [-4:K)]， 

从 乘法 的 双 线 性 易 知 ， 如 果 在 向 量 空 间 4 中 取 定 一 组 
基 {a1,，…,an}, 则 乘法 由 基 向 量 的 乘积 bi; = aiai 唯 一 确定 。 事 


实 上 , 若 a= > aia, b= pa， 则 


“(Daa Ep 动 


- Saalo) 


i. j= 


a > aiBibi;, 


i j= 


将 bi 用 基 向 量 线性 表 出 bi;= > ?上 at。 我 们 看 到 ， 


取 定 4 的 一 组 基 ， 则 向 量 空间 4 的 代数 结构 由 域 K 上 的 n* 个 
元 素 ? 方 (人力 R=1，…， n) 唯 一 决定 。 这 些 元 素 叫 作 4 的 结 
构 常 数 。 

向 量 bi;( 从 而 结构 常数 7 7) 不 能 随意 指定 。 尽 管 按 公 


x(Soe (E20)- .yhior 定义 的 条 法 是 


双 线 性 的 ( 即 消 足 公理 DD 一 3)) ， 但 并 不 能 保证 结 合 律 成 
立 。 基 元 素 乘法 的 结合 性 使 结构 常数 有 所 限制 。 事 实 上 ， 
aia) ai = > Vijatas 
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> PiliP ian 


Ek 


ai(q0r) =ai > pia 
i=l 
= > VAY Tany 


li. mol 


从 而 推出 ， 对 任意 i, j,h， 
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DP rr = 字 ?AP (1) 
反之 ， 从 关系 式 (1 ) 知 基 元 素 的 乘法 满足 结合 律 ， 从 而 易 
验 ， 对 代数 的 任意 元 素 ， 乘 法 结合 律 成 立 。 
令 {01,…,@; } 是 向 量 空间 .4 的 另 一 组 基 ， 从 原来 的 基 到 
新 基 的 过 渡 矩 阵 S = (si)。 这 时 


ov 二 这 
ai a = 人 2 Sil or)( 2 Sir ar) 
=1 rel 


SiiSis (G14r) 


~ 浊 
be SilSjrY ir Om 


< 一 
1 mn1 
和 
一 
和 
= > SiSirp 1s Sm: gly 
kr 


此 处 swt 是 逆 和 矩阵 S… 的 元 素 。 这 样 ， 与 新 基 对 应 的 结构 常数 
形 如 | 


yi S3 SitSjrSr i Ps 
也 就 是 说 ， 元 素 ? 占 可 以 看 作 三 阶 张 量 的 坐标 〈 二 阶 协 变 ,一 
阶 逆 变 ) 。 
代数 4 的 元 素 e 叫 作 代数 的 单位 元 ， 如 果 对 任意 元 素 
aE€ A，ae = ea=a。 今后 我 们 总 是 假定 ， 在 代数 4 中 有 单位 
元 。 代 数 的 单位 元 e 是 唯一 的 ， 如 果 e’ 是 另 一 个 单位 元 ， 刚 


e=ee’ =e’, 


单位 元 的 存在 性 是 普遍 而 没有 限制 的 。 如 果 代 数 4 没 有 
单位 元 ， 那 么 它 总 可 以 民 入 到 一 个 有 单位 元 的 代数 中 。 构 造 
代数 4， 有 由 有 序 对 (asa) 组成， 此 处 an€ 4，a EK， 加 法 
和 纯 量 乘法 按 坐 标 进 行 ， 乘 法 按 下 述 公式 定义 : 

(a, a) (b, pb) = (ab + ab + Pa, ap). 

易 验 4 是 代数 ， 元 素 (0， 了 ) 是 它 的 单位 元 。 事实 上 ， 代 
数 4 与 A 的 性 质 完全 相同 ， 我 们 将 在 习题 中 曾 明 这 一 点 ， 

例 1 。 域 K 上 的 n 阶 方 阵 的 集合 对 于 通常 的 矩阵 运算 组 
成 于 维 有 限 代 数 ， 称 之 为 全 矩阵 代数 ， 记 作 M。(KD。 

例 2 。 域 K 上 的 单 变 元 多 项 式 组 成 无 限 维 代数 K[z]。 

例 3 天 是 域 K 上 的 向 量 空间 ， 则 的 线性 算 子 组 成 代 
数 忆 (V)， 这 个 代数 是 有 限 维 或 无 限 维 代数 ， 取 决 于 是 有 
限 维 还 是 无 限 维 向 量 空间 。 

例 4 实数 域 R 上 以 {e,i,j, 朋 为 基 的 四 维 向 量 空间 ， 依 
下 表 定义 乘法 ， 


| 。 e 这 Le R | 
i eh Ey 
| 
[ie 


(乘积 史 写 在 o 行 5 列 的 交叉 处 ) 。 
易 验 ， 这 样 得 到 了 一 个 域 R 上 的 代数 态 ， 有 单位 元 e. 这 


个 代数 叫 作 四 元 数 代数 。 它 实际 上 是 例 1 中 代数 的 一 种 ， 
例 5 域 K 的 任意 扩张 L， 妓 以 域 K 为 子 域 的 域 ， 也 可 
以 看 作 域 K 上 的 代数 。 如 果 这 个 代数 是 有 限 维 的 ， 则 称 扩张 
为 有 限 的 ， 反 之 称 扩张 是 无 限 的 、 
例 6 给 出 群 G6， 把 这 个 群 的 元 素 看 作 向 量 空 间 的 基 ， 
即 研究 集合 KG， 由 形 如 2 Qog 的 形式 和 组 成 ,此 处 as EK， 


仅 有 有 限 个 非 0 。 群 元 素 (我 们 的 基 ! ) 的 乘法 建立 了 向 量 空 
间 KG 的 代数 结构 。 这 个 代数 叫 作 群 G 在 域 K 上 的 群 代数 ， 它 
在 群 表示 论 中 有 重要 作用 ， 

例 7 域 K 上 的 n 元 数组 空间 ， 即 (a1,…,Q) 的 集合 ， 
wsE 天 ， 加 法 和 纯 量 乘法 按 坐 标 进行 ， 乘法 也 依 坐标 定义 
为 : 

(Qi Gn) (Piss Pr) = (a1B 1, ,anpn), 
它 显然 成 为 域 K 上 的 代数 ， 记 作 K", 

例 8 设 .4，,…，A, 是 域 K 上 的 代数 ， 研 究 它 们 的 卡 氏 
积 4， 即 (a1，…，a") 的 集合 ， 其 中 a € 4;:， 按 坐 标定 义 运 
算 ， 

《gaiy yan) + (bs, bn) = (Car +b1, ,an+ bn), 

CC(ai ,dn) = (ag, A0n), 

《ab ya) bis bn) = Cab anbn) . 

显然 ，4 成 为 域 K 上 的 代数 ， 称 为 41,，…，A, 的 直 积 ， 


记 作 4x …x 各 或 了 4。 代数 44，…， 向 叫 作 代数 4 


直 因 子 。 最 后 ， 上 例 是 此 例 在 4 =…= A,=K 时 的 特殊 情 
说， 


代数 A 称 为 交换 的 ， 若 4 的 乘法 可 换 , 即 Ya.b€ 4，ab= 
ba。 例 2、5 、? 的 代数 交换 。 例 6 的 代数 当 群 G 是 可 换 群 
时 交换 。 例 8 的 代数 当 一 切 直 因子 可 换 时 交换 。 上 述 其 它 例 
子 中 的 代数 非 交换 。 

代数 4 的 子 集合 3 称 为 子 代 数 ， 如 果 B 本 身 对 于 A 中 的 运 
算 也 成 为 代数 ， 并 包含 4 的 单位 元 。 换 言 之 ，B 是 4 的 子 空 
间 ， 且 e€ B， 车 a，45 EB， 则 ab € B。 

例 1 上 三 角 和 矩阵 的 集合 ， 即 矩阵 (ay)， 当 j<i 时 ， 
oj= 0 ， 是 全 和 矩阵 代数 M,CK) 的 子 代 数 ， 记 作 7T,(K). 

例 2 对 角 和 矩阵 也 组 成 Mi(K) 的 子 代数 ， 记 作 
D.(K), 


例 3 形 如 
[Qi Qs Qs Cn- Cn | 
0 al az … an_: a | 
0 0 Ca ans Cn 
| 人 
19 “al as, | 
Lo0 .0 oa | 


的 矩阵 的 集合 组 成 履 .(K) 的 n 维 子 代数 ， 叫 作 Jordan 代数 ， 
记 作 J.《K)。 

例 4 车 五 是 G 的 子 群 ， 则 恕 是 KG 的 子 代 数 。 

例 5 是 代数 4 的 元 素 ， 与 4 的 全 体 元 素 可 交换 ， 即 
Va€ A，ca=ac, 这 样 的 元 素 c 组 成 4 的 子 代 数 ， 称 为 代数 4 
的 中 心 ， 记 作 c(A)。 

例 6 在 代数 4 中 ， 单 位 元 素 的 纯 量 倍数 ， 即 形 如 ae， 


&E 下 的 元 素 的 集合 ， 因 为 (ce)(pe) = ape， 这 个 集合 做 成 4 
的 子 代数 ， 记 作 天 e。 
任何 理论 都 要 对 所 研究 的 对 象 进行 分 类 ， 我 们 试图 对 哪 
怕 低 维 的 代数 分 一 下 类 。 如 果 [A:K]= 1， 则 4=Ke， 这 个 
代数 的 结构 事实 上 已 经 完全 确定 了 ， 因 此 ， 第 一 种 有 趣 的 情 
况 是 [LA:K]=2。 
取 二 维 代数 的 一 组 基 {e, oa}, 把 e 当 作 第 一 个 基 元 ,a & Ke. 
这 时 代数 的 乘法 由 乘积 ca = a 决定 ， 且 结合 律 自然 满足 。 此 
外 ， 这 样 的 代数 一 定 交 换 。 设 a: = pa+ ge，p，g 是 域 K 的 确 
定 元 素 。 考 虑 多 项 式 g(z) = zx? - pz- g。 元 素 o 是 这 个 多 项 
式 的 “ 根 ”。 代 数 4 的 结构 基本 上 决定 于 g(z) 在 域 K 上 有 什 
么 样 的 根 。 有 三 种 可 能 的 情况 。 
情况 1 g(x) 在 域 K 中 有 两 个 不 同 的 根 x, 关 zy .这 时 p= 
21+z29= 一 XIZ2。 令 b= (ga~-z1e)/(zs 一 7z1), 因 为 6¢ Ke, 
{e,b} 也 是 4 的 基 ， 并 且 
b*=(z. -71) (a: ~-2r1a+ rie) 
= (zz-zi) (patge~2riat+z?e) 
= (rzD (rs ~ 7X1)a- (rs -zi)zie] 
=(r,~71)-!(a- xie) 
=b, 
情况 2 g(x) 在 域 K 中 有 一 个 二 重 根 ， 即 g (x) 
=(z~71), TEK, 令 b=a-rie, 得 到 基 {e，6}， 
b*=(a-zrie)’:=g(a)= 0。 
情况 3 g(x) 在 域 K 中 没有 根 ， 也 就 是 说 g(x) 在 这 个 域 
上 是 既 约 的 。 这 时 4 是 域 ， 即 每 个 非 0 元 素 5 有 逆 元 5-!， 使 
如 = e。 求 道 的 最 简单 的 途径 是 按照 “有 理化 分 母 ”的 方 
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法 进行 . 设 b=aa+pe, 令 g(x)= (ar+PB)f(rz)+r 此 处 rEK， 
是 9(z) 被 cz+ BB 除 得 的 余 项 ，r 坏 0, 而 f(x)=a’z+B'。 但 
g(a) = 0 = (aa+pe)(a’atp'e)+re, 刀 元 素 (a’a+p'e)/r 
是 6 的 逆 。 

于 是 我 们 得 到 下 述 结果 。 

定理 1.1 域 K 上 的 二 维 代数 4 或 者 本 身 也 是 域 ， 或 者 
可 以 找到 一 组 基 {e,6}， 使 50* =b 或 5* = 0 。 

如 果 天 是 代数 闲 域 〈 例 如 复数 域 ) ， 则 情况 3 不 会 出 
现 。 


$2 同 构 与 同 态 可 除 代数 


当 写 出 二 维 代数 时 ， 我 们 发 现 ， 它 们 当中 有 许多 〈 例 如 
全 体 情况 1 或 情况 2 中 的 代数 ) 在 某 种 意义 下 具有 完全 “ 相 
同 的 结构 ”， 比 如 可 以 在 它们 当中 取出 基 ， 带 有 相同 的 乘法 
表 。 这 样 的 代数 具有 完全 相同 的 性 质 ， 在 本 质 上 没有 区 别 ， 
尽管 它们 可 以 定义 于 不 同 的 向 量 空间 。 很 自然 地 将 这 些 代数 
视 为 同一 ， 并 简单 地 认为 它们 是 同一 个 代数 的 不 同样 品 。 这 
就 引出 了 代数 理论 〈 和 许多 数学 理论 ) 中 的 一 个 重要 概念 
同 构 。 
代数 4 到 代数 刀 的 则 构 ， 是 从 空间 4 到 空间 8 的 满 单 
线性 映射 f， 并 保持 乘法 ， 即 val，asE4，/(aia:) = 
flal)fla,)。 如 果 存在 代数 4 到 代数 8 的 同 构 ， 则 称 代数 和 4 
与 代数 8 同 构 ， 记 作 4 守 8， 必要 时 可 以 指明 同 构 映 射 f， 
f:A4SB, 

显然 ， 同 构 f;4 今 B 的 存在 性 相当 于 在 4 与 8 中 能 够 找 
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到 带 有 相同 乘法 表 的 基 。 特 别 地 ， 上 节 情 况 1 或 情况 2 中 的 
二 维 代数 彼此 同 构 。 

在 代数 理论 中 ， 同 构 的 代数 原则 上 不 加 区 别 。 称 代数 研 
究 “精确 到 同 构 ”。 比 如 ， 在 代数 闭 域 K 上 ， 精确 到 同 构 只 
有 两 个 二 维 代数 ， 不 难看 出 ， 它 们 是 K* 和 J ,(K)。 

同 构 的 一 个 经 典 例子 是 ，n" 维 空间 天 的 线性 算 子 代数 
忆 ( 信 ) 与 全 矩阵 代数 MM,(K) 同 构 ， 取 定 的 一 组 基 ， 将 算 子 
对 应 到 它 在 这 组 基 下 的 矩阵 即 可 。 这 一 同 构 对 于 线性 代数 有 
着 重大 的 意义 。 

还 有 许多 同 构 代数 的 例 ， 比 如 K" 与 D,(K》 〈 对 角 和 矩阵 代 
数 ) 同 构 。 

最 后 ， 对 任意 有 单位 元 e 的 代数 4， 子 代数 Ke 同 构 于 基 
础 域 K。 今后， 我 们 总 是 将 域 K 的 元 素 4 与 其 在 这 一 同 构 下 的 
像 元 素 ae & A 视 为 同一 ， 并 把 域 K 看 作 任意 K- 代 数 4 的 子 代 
数 。 特 别 地 ， 我 们 经 常 将 代数 4 的 单位 元 简 记 作 1 。 

在 代数 理论 中 ， 同 态 的 概念 也 有 重要 作用 。 

代数 4 到 代数 如 的 同 态 是 一 个 线性 映射 1; 4->B， 保 持 乘 
法 和 单位 元 ， 即 任 取 ci， azE-4 fla1as)= f(a1)f(as), 且 
fes) = eas， 此 处 es 是 代数 4 的 单位 元 ， es 是 8 的 单位 元 " 。 

如 果 同 态 f 单 ， 即 从 a #*as 推 出 f《a1) 天 flas),， 称 之 为 
单 同 态 。 如 果 / 满 ， 即 对 任意 hE 刀 ， 可 以 找到 aoc 4， 使 b= 
f(a)， 称 之 为 满 同 态 .。 

显然 ， 如 果 f 即 是 单 同 态 ， 又 是 满 同 态 ， 则 f 是 同 构 。 这 
时 《仅仅 在 这 时 〉f 有 逆 映 射 /"'!， 是 8 到 A 的 同 构 。 


”此 处 同 态 指 非 零 同 态 一 一 译 者 注 。 


因为 /是 线性 映射 ， 只 要 从 Jo) = 0 得 到 a = 0 ， 即 可 推 
出 单 性 。 事实 上 ， 如 果 f(a1) 过 fla;), 则 flai -a:)= 0， 
从 而 ct -az = 0， 妈 41 = as。 

像 对 任意 映射 一 样 ， 也 可 以 定义 同 态 的 乘法 或 合成 ， 如 
果 f: 4->8，g:; B 一 C 是 代数 同 态 ， 映射 gf，A~>C 由 法 则 
9f(a) = 9g(C1(o)) 确 定 ， 易 验 g9f 也 是 同 态 。 同 态 的 乘法 是 结 
合 的 ， 如 果 乘 积 (gf)h 和 g(fh) 当中 有 一 个 确定 ， 则 另 一 个 
也 随 之 确定 ， 并 且 二 者 相等 。 

举 一 个 同 态 的 例子 。 设 o 是 代数 A 的 确定 的 元 素 。 考虑 
映射 KCz]->A， 将 多 项 式 f (zf) =aorx"+… +a, 映 到 元 素 f (a) 
=ad+…+a。 显然 ， 这 是 一 个 同 态 ， 它 的 像 由 全 体形 如 
f(a) 的 元 素 组 成 。 这 个 像 通常 记 作 KCa]， 并 称 为 元 素 a 的 独 
生字 代数 。 特 别 地 ， 如 果 K[al = 4, 代数 4 本 身 称 为 独 生 的 . 
元 素 f《o) 叫 作 f (z) 在 z = a 时 的 值 。 

现在 转 入 对 代数 的 内 部 性 质 及 其 元 素 的 研究 。 

代数 4 的 元 素 o 叫 作 左 〈 右 ) 零 因 子 ， 如 果 有 非 0 元 素 
bE A， 使 ob = 0 (相应 地 pae=0) 。 

类 似 地 ，o 叫 作 左 ( 右 ) 单 位 ， 如 果 有 元 素 bE 4, 使 ob=1 

(相应 地 ba= 1) 。 

如 果 a 同 时 是 左 、 右 单位 ， 即 存在 6 与 6' ,使 ab=b’a=1， 
则 bY =6 (co) = (6'q)b=4b, 且 车 ac= 1, 则 6=blac) = (ba)c 
=c。 这 样 ，b 是 使 ob= 1 的 唯一 元 素 ， 类 似 地 ,也 是 使 ba=1 
的 唯一 元 素 。 这 时 ， 元 素 a 称 为 可 邀 的 ，2 是 ca 的 着 元 ， 记 作 
b=a 1。 

一 般 来 说 ， 上 述 四 种 元 素 之 间 的 关系 是 相当 复杂 的 ， 但 
在 有 限 维 代数 中 却 很 简单 。 
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定理 2.1 在 有 限 维 代数 中 ， 

1) 所 有 的 左 零 因 子 (单位 ) 是 右 零 因子 (单位 ) ， 反 之 
亦 然 。 

2) 所 有 的 元 素 都 是 零 因 子 或 单位 。 

3) 零 因子 不 是 单位 

证 ，o) 首先 指出 ， 左 〈 右 ) 零 因子 不 能 是 右 ( 左 ) 单 位 。 
事实 上 ， 设 0= 0 ， 但 6 二 0 ， 同 时 co= 1。 则 有 0 =c(ab) 
= (cao)p =b， 与 所 设 & 关 0 矛盾 。 

牛 现 在 设 代数 4 是 有 限 维 的 ，aE€ 4 不 是 左 堆 因子 。 考 虑 
问 莉 空间 4 到 自身 的 映射 /， 由 公式 f(z) = az 定义 。 从 代数 
公理 可 知 f 是 线性 映射 ， 关 旦 因为 a 不 是 零 因子 ， 从 f (x) =0 
知 z= 0。 但 4 是 有 限 维 的 ， 所 以 /是 满 秩 映射 ， 其 像 重 合 于 
44。 特 别 地 ， 存 在 bpE 4， 使 1 = 了 (b) = ab，a 是 左 单位 。 

类 似 地 ， 如 果 a 不 是 右 零 因子 ， 则 为 右 单位 。、 

0) 现在 我 们 可 以 完成 定理 的 证 明 。 如 果 元 素 a€ 4 是 左 
零 因子 ， 则 由 9o) 知 它 不 是 右 单位 ， 又 由 轧 知 它 必须 是 右 零 因 
子 。1) 中 其 余 的 论断 证 明 类 似 。 然 后 从 o) 推 出 3)， 从 及 推出 
2) 。 

每 一 个 非 0 元 素 都 可 逆 的 代数 叫 作 可 除 代数 。 

推论 2.2 无 零 因子 的 有 限 维 代数 是 可 除 代 数 。 

推论 2.3 可 除 代 数 的 有 限 维 子 代数 是 可 除 代 数 。 特 别 
地 ， 有 限 维 可 除 代 数 的 中 心 是 域 。 

有 限 维 K- 代 数 4 的 任意 元 素 都 是 某 个 非 0 多 项 式 f(x) 
EKCzJ] 的 “ 根 ” 《这 就 意味 着 f (a) = 0 )。 如 车 不 然 ， 代 数 
天 Ca] 就 会 与 KCz] 同 构 ， 但 因 空 间 KCz) 的 维 数 无 限 ， 这 是 不 
可 能 的 。 以 a 为 根 的 最 低 次 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 叫 作 元 素 @ 
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的 最 小 多 项 式 ， 记 作 m(z)。 

命题 2.4 ”以 a 为 根 的 任意 多 项 式 都 可 以 被 最 小 多 项 式 
mslz) 整 除 ， 特 别 地 ， 最 小 多 项 式 是 唯一 的 。 

证 设 / (a) = 0 ， 用 m。《z) 对 f(z) 做 带 余 除法 : f(z) = 
ma(z)g(z) +r(z)，r(z) 或 为 0 ， 或 其 次 数 小 于 me (z) 的 次 
数 。 但 f(a) =r(o) = 0， 从 而 第 二 种 可 能 性 不 存在 ，f (z) 被 
me(7X) 整 除 。 

命题 2.5 如 果 A 是 域 K 上 的 有 限 维 可 除 代 数 ， 则 对 任意 
元 素 a€ .4， 最 小 多 项 式 m,(7x) 是 既 约 的 ，。 

证 ， 若 mu(z) = jz) "9g(z)， 此 处 上 、9 是 次 数 较 低 的 多 
项 式 ， 则 0 =m,(a) =j(ao)g(o)， 但 Fo) 关 0，9(co) 关 0， 得 
到 矛盾 。 

推论 2.6 ”如果 域 K 是 代数 闭 域 ， 则 域 K 上 只 有 了 唯一 的 有 
限 维 丙 除 代数 ， 即 本身。 

证 ， 若 4 是 这 样 的 代数 ，o 是 4 的 任意 元 素 ， 则 ms(z) 是 
既 约 多 项 式 ， 由 于 玉 的 代数 封闭 性 ， 它 是 线性 的 ; ms(z) = 
Xz~4， 因 ms《a) = 0 ， 从 而 a=aEK， 于 是 4=K。 证 毕 。 


8$3 表示 和 模 


本 章 开头 给 出 的 代数 的 定义 是 方便 可 行 ,具有 普遍 性 的 ， 
因为 它 概括 了 相当 广泛 的 一 类 对 象 ， 但 研究 代数 的 结构 和 性 
质 时 ， 所 给 代数 的 具体 实现 ， 比 如 解释 成 某 个 矩阵 〈 或 线性 
算 子 ) 代数 ， 常 常 发 挥 实质 性 的 作用 。 表 示 理 论 就 是 研究 这 
种 实现 的 。 在 本 书 中 的 许多 地 方 ， 它 将 成 为 我 们 进行 研究 的 
基本 工具 。 
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人 是 域 K 上 的 向 量 空 间 ，E (7) 是 的 线性 算 子 代 数 ， 称 
-代数 4 到 玉 ( 了 7) 的 同 态 T 为 4 的 表示 。 换 言 之 ，A 的 一 个 表 
示 T， 意 味 着 任 取 元 素 a€ 4， 对 应 着 一 个 线性 算 子 7(a), 并 
且 对 任意 oa, bE€ 4，w EK 满足 

Tla+b)=T(a) +T(b), 
T (ga) =aT (ao)， 

Tl(ab) =T (WTb), 
7T(1)= 开 (人 恒 等 算 子 ) 。 

如 果 向 量 空 间 扩 是 有 限 维 的 ， 则 其 维 数 叫 作 表示 了 的 维 
数 (或 阶 数 ) 。 显然 ， 表 示 7 的 像 ， 即 全 体形 如 7 了 Ca) 的 算 
子 ， 组 成 () 的 子 代数 。 如 果 7 是 单 同 态 ， 这 个 子 代 数 与 
代数 4 同 构 。 这 时 ， 表 示 称 为 忠实 的 ， 

定理 3.1(Cayley) 任意 代数 都 有 忠实 表示 ,换言之 , 任 
意 代 数 都 可 以 同 构 于 某 一 线性 算 子 代数 的 子 代数 。 

证 ， 从 代数 的 定义 可 知 ， 任 取 元 素 a€ 4， 映 射 了 (o)， 
zxa，ZE A 是 向 量 空间 4 的 线性 算 子 ,并 且 T (a+ 6b) =T(o) 
+T(b), Tlaa) =aT(a), Tlab)=T(WT(b), TC(1)=E 
〈 恒 等 算 子 ) 。 所 以 了 是 代数 4 的 表示 .如 果 ao 夫 b, 则 1a 关 15， 
意味 着 算 子 To) 与 了 (bo) 不 同 ， 故 了 是 忠实 表示 。 证 毕 。 

在 Cayley 定 理 的 证 明 中 构造 的 表示 称 为 正则 表示 ， 它 
在 代数 理论 中 有 重要 意义 〈 这 是 可 以 预料 的 ， 因 为 它 给 出 了 
已 知 代数 的 一 种 比较 简单 而 标准 化 的 实现 方法 ) 。 正 则 表示 
的 维 数 等 于 代数 的 维 数 。 

如 果 表 示 7 是 有 限 维 的 《今后 我 们 只 研究 这 种 表 示 》， 
则 可 在 向 量 空间 入 中 取 一 组 基 ， 并 将 每 一 个 算 子 了 (ao) 对 应 到 
它 的 矩阵 [了 (a)]。 显 然 ， 对 应 a->[T(q)) 是 代数 4 到 全 和 矩阵 
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代数 几 ,(K) 的 同 态 ， 此 处 是 表示 7 的 维 数 。 这 个 同 态 称 为 
代数 4 的 矩阵 表示 。 如 果 在 向 量 空 间 矿 中 取 一 组 新 的 基 ， 过 
渡 矩 阵 是 C， 则 每 一 个 矩阵 CT (o)] 被 CCT (oODJC- :代替 。 这 
样 的 两 个 矩阵 表示 称 为 等 价 的 表示 。 

等 价 的 概念 也 可 以 对 算 子 表示 定义 ， 两 个 表示 了 ， A 一 
如 (WV) 和 S; 4>E (WV) 叫 作 等 价 的 表示 , 如果 存在 向 量 空间 广 
到 玉 的 同 构 1|， 使 得 任 取 a€ 4，7T (ao) = 1s(Co) 广 :。 由 此 可 以 
推出 ， 在 这 种 情况 下 ， 能 够 在 广 和 砂 中 选 基 ， 使 算 子 7(o) 与 
S(o) 的 矩阵 相同 。 所 以 研究 精确 到 等 价 的 表示 ， 也 就 是 说 ， 
将 等 价 的 表示 视 为 同一 ， 是 有 意义 的 。 

这 样 ， 我 们 以 后 不 再 区 分 表示 和 相应 的 矩阵 表示 。 
定理 3.1 (Cayley 定 理 ) 可 以 叙述 为 ， 任意 有 限 维 代数 同 构 
于 全 矩阵 代数 的 子 代 数 。 (为 使 正则 表示 是 有 限 维 ， 代 数 维 
数 的 有 限 性 显然 是 必须 的 ) 。 

按照 惯例 ， 不 必 将 向 量 空间 矿 和 同 态 7，-4-> 五 ( 斑 分 开 
研究 ， 而 是 将 代数 4 的 元 素 直接 看 作 矿 的 算 子 。 这 就 引出 了 
模 的 概念 。 

天- 代数 4 上 的 右 模 或 右 A- 模 是 域 K 上 的 一 个 向 量 空 间 ， 
记 作 MM， 在 MM 与 4 的 元 素 之 间 定 义 了 乘法 运算 ， 即 任 取 
mE MM，a€ 4, 元素 对 《m, a) 对 应 着 唯一 确定 的 元 素 ma€ M ， 
且 满 足下 述 公理 ， 

Dmi+m2)a=miat+m:as 

2)m(a1+as) =mai+ma,s 

3) (gin)a=m(ag) =a(ma)， 此 处 a € KK; 

4A) mlab) = (ma) bs 

5)ml = m,。 


我 们 指出 ， 披 照 代 数 .4 的 任意 表示 ， 都 可 以 构造 4 上 的 
右 模 。 反 之 : 按照 任意 右 模 ， 可 以 构造 表示 。 

设 7，4~> 五 (7 是 代数 4 的 表示 。 定 义 亚 的 元 素 与 4 的 
元 素 的 乘法 ， 任 取 uvE 矿 ，acE 4， 令 ua=u7T (qa)。 由 表示 的 定 
义 立 知 ， 这 样 的 玫 变 成 右 4- 模 。 我 们 说 这 个 模 对 应 着 表示 
了 

反之 ， 若 凡是 右 4- 模 ， 则 由 模 的 定义 推出 ， 取 定 元 素 
ac 4， 映射 TC(a):; m>ma 蚌 空间 几 的 线性 算 子 。 将 a 对 应 于 
算 子 T(o) (或 它 在 某 组 基 下 的 矩阵 ) ， 便 得 到 了 代数 4 对 应 
于 模 计 的 表示 ， 

特别 地 ， 与 正则 表示 对 应 的 是 正则 模 ， 这 时 M = A，ma 
是 元 素 mm 与 在 代数 4 中 的 积 。 

今后 若 无 特 别 说 明 ， 所 研究 的 模 都 是 有 限 维 的 〈 即 作为 
域 K 上 的 何 量 空间 是 有 限 维 的 ) 。 

对 于 模 ， 也 可 引入 同 态 和 同 构 的 概念 。 

右 4- 模 帮 到 右 4- 模 尺 的 同 态 是 一 个 线性 映射 f: M 一 ， 
县 对 任意 元 素 mE M，a€ A，(ma)f = (mf)a。 

如 果 除 此 之 外 /还 是 满 单 的 ， 则 称 之 为 同 构 ， 模 M 与 N 
叫 作 同 构 的 模 。 这 时 记 太 MSN， 或 简写 作 M~ V 。 同 构 
的 模具 有 完全 相同 的 性 质 ， 可 以 视 为 同一 。 

定理 3.2 与 同 构 的 模 对 应 的 表示 等 价 ， 反 之 , 与 等 价 
表示 对 应 的 模 同 构 。 

证 ， 设 7 和 是 代数 4 的 两 个 表示 ， 分 别 对 应 着 模 M 与 
JN， 而 /， MSN。 这 时 ， 对 任意 mE M 和 aE 4， 有 等 式 

IT (Mf= mf= mf)a=mfS (a), 
即 7(o)j = /S(o) 或 Ta) = /SCa) 广 ! 
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反之 ， 设 表示 7 与 S 等 价 ，T(o) = /S(o 广 :。 若 M，N 

是 对 应 的 模 ， 则 /是 M 到 六 的 满 单线 性 上 映射， 并且 
(mMf=mT (f= mfs(o) = (mf)a 
对 任意 mE€ MMM，a€ 4 成 立 ， 即 /是 模 同 构 。 

这 样 ， 模 同 构 的 概念 与 等 价 表示 的 概念 一 一 对 应 。 

今后 为 方便 起 见 ， 将 右 模 的 同 态 写 在 元 素 的 左边 ， 即 以 
ja 代替 of。 若 不 作 相反 的 说 明 ， 我 们 处 处 使 用 这 一 符号 系 
统 。 

模 的 同 态 也 像 代数 的 同 态 一 样 可 以 相 乘 ， 取 同 态 f: M~> 
N, g; NL, 其 积 是 映射 9/， 好 一 7， 任 取 mEM， gf) 
=g(f(m))〈( 易 验 gf 也 是 同 态 ) 。 

但 是 对 模 同 态 ， 还 可 以 定义 其 它 的 运算 ， 加 法 和 纯 量 乘 
法 。 若 f 和 g 是 模 放 到 模 N 的 同 态 , Vm € M， 规定 (f + 9) CD) 
=f《m) +g《m)， 则 f+g 也 可 以 看 作 以 > 信 的 映射 ， 取 定 
aEK，VYmEM， 规 定 (af) 《m) =af lm)，af 亦 可 看 作 M 一 
六 的 映射 。 

易 知 上 述 定义 的 f+ 9 与 cf 也 是 同 态 ，M 到 的 一 切 同 态 
对 于 这 些 运算 成 为 域 K 上 的 向 量 空间 , 记 作 Hom4 CM， mV). 

同 态 的 乘法 具有 熟知 的 性 质 ， 它 是 结合 的 ， 只 要 乘积 有 
意义 ， 则 (gf)h=g(fh) (显然 两 端 同 时 有 意义 ) , 它 是 分 
配 的 ， 只 要 表达 式 有 意义 ， 则 g(f + 有 =gf+ghs (gt+ Dh 
=gh+ fh; g(af) = (ag)f =al(gf)， 这 些 性 质 的 简单 验证 留 
给 读者 。 

如 果 同 态 f/，MM-> 入 是 单 射 ， 即 从 mi 大 ms 可 推出 fm》 
类 f (ms)， 称 之 为 单 同 恋 。 如 果 f 是 满 射 ， 即 入 的 任意 元 
素 都 可 以 表 成 (m) 的 形式 ， 则 称 之 为 满 同 态 。 显 然 ， 如 果 
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既是 单 同 态 又 是 满 同 态 ， 则 为 同 构 。 与 代数 的 情况 相同 ， 判 
断 单 同 态 /， 只 要 能 从 f Gm) = 0 推出 m= 0 即 可 。 

与 右 模 的 概念 类 似 ， 可 以 定义 代数 4 上 的 左 模 ， 区 是 向 
量 空间 ， 对 A 与 的 元 素 定义 乘法 ， 任 取 a€ 4，1ELK， 则 
oa1EL， 且 满足 下 述 公理 ， 

lalli+{,)=al!+al,s 

2) (ai +a2a) l=ail+aly 

3)al(al) = (aq)l=a(al), a€E Ks 

4) (ab) l= a(b))s 

5)11= /。 

左 模 对 应 着 代数 .4 的 反 上 表示， 也 就 是 线性 映射 了 ， A-> 
忆 (V) 满 足 7 (ab) =T(CO0T(oO，7(C1) = 巨 。 对 于 反 表 示 和 
左 模 ， 如 同 表 示 和 右 模 一 样 ， 可 以 引出 等 价 ， 同 态 和 同 构 的 
概念 。 也 有 类 似 于 3.1 和 3.2 的 定理 。 特 别 地 ， 将 代数 4 看 作 
自身 上 的 左 模 ， 得 到 了 左 正则 模 和 正则 反 襄 示 。 

以 后 我 们 基本 上 研究 右 模 ， 简 称 为 代数 4 上 的 模 或 4- 
模 。 读 者 容易 看 出 ， 所 证 的 一 切 结果 对 左 模 仍然 有 效 。 所 以 
我 们 在 必要 时 可 以 运用 它们 而 不 再 加 以 说 明 。 


$4 子 模 和 商 模 ”理想 和 商 代数 


我 们 知道 ， 在 线性 代数 中 ， 算 子 的 不 变 子 空间 的 概念 十 
分 重要 。 如果 给 出 代数 4 的 表示 7，-4-> 五 ( 斑 ， 自 然 想到 去 
考察 的 在 这 一 表示 的 任意 算 子 下 不 变 的 子 空间 。 这 就 引出 
了 子 模 的 概念 。 

4- 模 放 的 子 模 是 MM 的 一 个 子 空间 入， 对 任意 元 素 nEN 
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和 acE A, na€EN. 
在 子 模 和 NN 中 取 一 组 基 {e1，…，es}， 并 扩充 成 好 的 基 : 

{fe1，"…，eh， ek+1 …，en}。 在 这 组 基 下 ， 对 应 于 模 M 的 

表示 了 形 如 

7TT:(o) 0 】 


To (ge T,(0) 


这 样 的 表示 (及 其 任意 与 之 等 价 的 表示 ) 叫 作 可 约 表 示 , 显 然 ， 
了 :是 对 应 于 模 六 的 表示 。 

反之 ， 设 表示 7 是 可 约 的 ， 有 (1 ) 的 形式 ， 且 7 ,是 k 维 
表示 。 这 时 ,前 & 个 基 向 量 生 成 的 子 空间 NN 对 于 任意 算 子 7 (a) 
不 变 ， 故 成 为 用 的 子 模 。 

从 矩阵 的 分 块 运算 推 知 ， 映 射 c->7 了 ,《q) 也 是 代数 4 的 表 
示 。 下 面 我 们 就 来 找 出 与 7: 对 应 的 模 。 

设 mE M， 考 察 集合 m+ N, 它 由 形 如 m+m 的 元 素 组 成 ， 
此 处 n 跑 遍 N。 这 样 的 集合 叫 作 必 对 入 的 剩余 类 (1) 。 如 果 元 
素 z 属 于 集合 m+ 入 ， 则 称 z 模 入 等 于 m， 记 作 z==m《modN). 
我 们 指出 ， 任 意 两 个 剩余 类 或 是 重合 ， 或 不 相交 。 

事实 上 ， 车 (m+ 入) 几 ms + 入 ) 关 如, 则 有 nisna EN, 
使 m+n 三 ma 十 1 从 而 mi -maz=nm -mi=ncN， 任 了 到 
元 素 nEN, mi+n=m2zs+not+n€Em2s+N， 而 ms +n= 
m+n~no Em +N, Tm +N=m,+N. 

易 验 , 若 zEm+N,yEm' +N, 则 z+y€E (mtm’)+N, 
此 外 ，YeEK，aE4，czEom+N，zraEmao+N， 因 此 可 
以 在 剩余 类 的 集合 上 定义 4- 模 结构 ， 令 


( 1) 显然 ， 剩 余 类 m + NN 是 通过 向 量 m， 以 子 空间 入 定向 的 线性 流 


(1) 


形 . 
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Cn+N)+Gnt+N)=Cn+mD)+N， 
al(m+N)=am+N, 
(m+N)a=mat+N, (2) 

模 的 公理 全 部 满足 ， 因 为 剩余 类 的 运算 ， 取 决 于 它们 的 
代表 元 在 模 M 中 的 运算 。 

MM 对 入 的 剩余 类 的 集合 连同 由 公式 (2 ) 定义 的 模 结构 
称 为 模 M 于 子 模 六 的 商 模 ， 记 作 M/N。 

我 们 指出 ， 商 模 与 一 个 自然 映射 + 同时 出 现 ， r:， M-> 
人 /NN， 将 元 素 m& 放送 到 剩余 类 m+ 入。 公式 (2 ) 表明 ，z 
是 同 态 (显然 满 》 。 这 个 满 同 态 叫 作 M 到 商 模 M/N 上 的 投 
射 。 

简单 的 验证 表明 ( 留 给 读者 ) » 如 果 {e,， 2 et} 是 NN 
的 基 ，{ei+1，…， e 直 是 到 M 的 基 的 扩充 , 则 剩余 类 x (ei,)， 
…，X《e,) 构 成 MM/NN 的 基 ， 且 对 应 的 表示 与 7 重合 

正则 模 的 子 模 称 为 代数 4 的 右 理想 。 这 就 是 说 ， 右 理 想 
是 4 的 一 个 子 空间 I， 并 且 任 取 元 素 zEI 和 oE4， 都 有 
zaE1。 左 正则 模 的 子 模 叫 作 代数 4 的 左 理想 。 必须 指出 ， 
在 “ 右 理 想 ” 这 一 术语 中 ， 一 定 不 能 省 略 右 字 , 因为 “理想 ” 
一 词 有 另外 的 含义 。 

子 模 和 和 商 模 的 重要 例子 产生 于 同 态 的 研究 。 

设 f: M ,~>M :是 4- 模 同 态 。 考察 满足 /CD = 0 的 元 
素 mE M ,所 有 这 样 的 元 素 m 组 成 的 集合 叫 作 同 态 / 的 核 , 记 
作 Kerf。M :中 形 如 fm,mEM:， 的 元 素 的 集合 叫 作 同 态 
7 的 像 ， 记 作 Ioj。 

定理 4.1《〈 同 态 定理 ) ”对 任意 同 态 /。，M, 一 M,， 核 与 
像 分 别 是 几 , 和 M :的 子 模 ， 有 Isf~M, /Kerf, 
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证 ， 若 f 1m) = 了 fm’)= 0, 则 f Gn+m’)=f 了 Gn) +fCm’) 
=0, flam)=aflm)= 0, flma)=f (ma= 0, pKerf= 
刘 , 是 MM 的 子 模 。 类 似 地 ， 由 于 f Gm) + Gm) = 了 Gmt+m’)， 
af Go = 了 lam)，f Cm)a=f lma),，Imf = V: 是 M， 的 子 模 。 

设 m+ N 是 MAN 的 元 素 ，zEm+ NN;,。 则 z=m+n， 
fm = 0， 从 而 f(z) = flm)。 因 此 ， 令 g (m+ NN,) = JoD， 
9: M1/N,->NN ,是 一 个 映射 ,并且 根据 /是 同 态 及 公式 ( 2) 
定义 的 商 模 的 运算 ， 得 到 9 也 是 同 态 。 

设 glm+N,)= 0。 则 fCm) = 0， 故 mENi， m+ N, 
= 0 + 是 商 模 M,/N, 的 0 剩余 类 ，9 是 单 同 态 。 由 于 N， 
当中 所 有 的 元 素 都 具有 形状 f (m) = g (m+ YN,)，9 是 满 同 态 ， 
从 而 MM,/Kerf 与 Iimf 同 构 。 

同 态 定理 虽然 简单 ， 却 在 模 的 研究 中 起 重要 作用 。 我 们 
通过 一 个 例子 来 说 明 这 一 点 。 

模 M 称 为 循环 模 ， 如 果 存 在 一 个 元 素 me 使 M 中 的 一 切 
元 素 都 可 以 写成 moa 的 形式 ， 其 中 a€ 4。 元 素 mo 叫 作 模 M 
的 生成 元 。 

推论 4.2 任意 循环 模 都 同 构 于 正则 模 对 某 个 右 理 想 的 
商 模 。 

证 ， 设 内 是 以 mo 为 生成 元 的 循环 模 。 上 映射; f; 4->M 将 
元 素 o 映 到 m。a， 由 模 的 公理 易 知 ，f 是 模 同 态 ， 又 因为 m。 是 
生成 元 , Imf = M。 这 时 M~ 4/Kerjf, 此 处 Kerj 是 右 理想 。 

我 们 也 经 常 运用 下 述 把 同 态 定理 更 细致 化 的 结果 。 

定理 4.3CNoether) 设 N 是 M 的 子 模 ,x 是 村 到 六 = 
M/N 上 的 投射 .对 任意 放 的 子 模 L, 令 (LL) = {zz) 1zEL}， 
对 任意 中 的 子 模 卫 ， 令 z :GZ) = {rz€EMj|x(z) EK}。 则 
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1) rr(L) 是 到 的 子 模 ， 而 r!( 卫 ) 是 af 中 包 有 六 的 子 
模 ， 

2) rr 1(Z)) = 工 ， 如 果 L 汪 NN 则 xz-!(x(L)) = 工 ， 

3) 车 L=z 1(L), 则 L/N~>L, 而 M/L>WH/L。 

这 样 ， 我 们 得 到 了 及 的 子 模 与 省 中 包含 入 的 子 模 之 间 的 
一 一 对 应 ， 并 且 这 个 对 应 与 取 商 模 的 运算 协调 一 致 。 

证 ， 结 论 1) 显 然 。 其 次 ， 任 取 元 素 却 E 卫 ，5 形 如 r(z)， 
此 处 z€E 及， 又 因为 =z(zx) ELI， 应 当 有 xE7-!1(L)， 这 就 
证 明了 公式 了 = r(r- 1!( 工 ))。 

现 设 工 是 好 中 包 有 六 的 子 模 。 将 rz 限制 到 二 上 ， 得 到 同 态 
Ea 工 一 到， 元 的 核 是 入, 像 是 x(L) = 研 , 显然 , 1 ( 世 ) 二 二， 
反之 ， 若 mEr (7Z)， 则 r(D)EZ， 从 而 形 如 r(z)， 此 处 
TEL。 由 等 式 z Cm) =r(z) 得 r(Om-xz)=0， 即 mn-z=mnEN， 
但 NCL， 所 以 m=:ww+nELIL。 于 是 证 明了 rx-!(L) = 工 和 研 = 
Imz~L/Kerti=L/N. 

将 天 到 邢 / 也 上 的 投射 记 作 r， 考 察 同 态 rr，M 一 再 /也 . 
由 于 zr 和 是 满 同 态 ，rz 也 是 满 同 态 。 

我 们 来 找 出 核 Kerrr. tx Cm) = 0 意味 着 TCm) GE 天， 即 
ME TI1( 歼 ) = 工 , 所 以 必 errrz= 工 ， 由 同 态 定 理 知 ， 邢 /了 工 ~ 
M/L, 

如 果 情 况 发 生变 化 , 工 是 杂 的 子 模 ， 但 不 包含 六 。 按照 
以 前 的 作法 ， 可 以 考察 +，L->M/N, 即 投射 z+， 1 一 MAN 
在 世上 的 限制 。r(z) = 0 即 z EN, 从 击 Ker7=LNN, 而 L= 
Imz 之 L/LN N， 但 我 们 已 经 得 到 了 ZL>x-1(L)/N 。 同时 
mEn 1(ZL)， 当 且 仅 当 存 在 zrELK， 使 xCm)=x(z)， 即 有 
n€ 入 ， 使 m=z+n， 因 此 像 通常 一 样 用 L + 入 表示 训 当 中 由 
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一 切 可 能 的 和 z+n 组 成 的 子 空间 .我 们 看 到 ,L+N=x!'(L) 
是 峙 的 子 模 (可 以 直接 验证 ), 且 (L+N)/N~>L> 
L/LN N。 这 就 证 明了 下 述 定理 。 
定理 4.4(CNoether) 对 模 M 中 的 任意 子 模 了 和， 
(L+N)/V=ZL/LInhN。 
若 将 子 模 L，N, 工 + NN 和 LN NN 在 MM 当中 的 关系 表示 出 
来 ， 就 得 到 了 一 个 “平行 四 边 形 ” 
L+N 
/ 
N 
、\ / 
LNN 
商 模 (L+ 入)/N 和 L/LN N 是 “平行 四 边 形 的 一 组 对 
边 ”。 因 此 ， 我 们 有 时 把 第 二 Noether 定 理 称 为 “平行 四 边 
形 法 则 ”。 
自然 地 ， 我 们 希望 在 代数 同 态 的 情况 下 也 得 到 相应 的 结 
果 ， 这 就 引出 了 理想 的 概念 〈 有 时 称 为 双边 理想 ) 。 
设 4 和 B 是 域 K 上 的 两 个 代数 , g，A 一 B 是 K- 代 数 同 态 . 
像 Iap = {plo)1a€ 4} 是 B 的 子 代 数 ， 但 核 Kerg = {a€ 41 
9(o) = 0 } 不 是 子 代数 ， 因 为 其 中 没有 单位 元 。 由 于 9 是 线性 
上 映射， 所 以 Kerp 是 4 的 子 空间 。 此 外 ， 若 zEKerp， 则 对 任 
意 a€ 4，yw(ar) =p(aoop(z) =p(o)0= 0， 类 似 地 ,op(za) =0， 
即 cz，za 在 Kery 中 。 换 言 之 ，Kery 既 是 右 理想 ， 也 是 左 理 
想 。 
在 代数 当中 ， 同 时 是 右 理想 和 左 理想 的 子 空间 叫 作 理 
想 。 
按照 任意 理想 IC 4， 可 以 建立 下 述 形式 的 新 的 代数 。 
22 


仍然 考察 4 对 I 的 剩余 类 的 集合 。 车 a+ 了 和 b+ 了 是 两 个 
剩余 类 ， 则 任 取 zEa+ 1 和 和 y Eb+ 了， 元 素 ry Eab+ J 所 以 
剩余 类 的 集合 可 以 作成 域 K 上 的 代数 ， 令 

(at+{)+ (b+1)= (at+b)+1, 
a(a+ 了) =aa+ 了 ，cG 天 ， 
(ao+7)(G+1T) =apd+ 了 。 

这 个 代数 叫 作 代数 4 关于 理想 7 的 商 代数 ， 记 作 4/7 。 
其 0 元素 是 剩余 类 0 + 了 = 7， 单位 元 开 是 1 + 了 7 了。 

上 映射 r，4-> 4/7， 由 zx(ao) =a+ 了 定义 ， 是 代数 4 到 商 
代数 .4/7 上 的 满 同 态 。 叫 作 4 到 4/7 的 投射 。 

下 述 结果 完全 类 似 于 模 的 相应 定理 。 其 证 明 亦 基本 相 
同 ， 我 们 留 给 读者 作为 简单 的 练习 。 

定理 4.5( 同 态 定理 ) ”对 任意 代数 同 态 p，A 一 B, Img 之 
A/Kerg. 

推论 4.6 设 4=KCo) 是 独生子 代数 ， 则 A 之 KEx)/1， 
此 处 /是 理想 ， 由 一 切 可 以 被 m,《z) 除 尽 的 多 项 式 组 成 。 

定理 4.7(Noether) 设 x 是 代数 4 到 商 代 数 二 = 4/7 的 
投射 ， 任 取 子 集合 BC A4， 令 x(B) = {x(b)15E B}， 任 取 子 
集合 BC4, 令 z-1(B)={6E€Alx(b)EB}， 则 

了 如 果 B 是 4 的 理想 〈 子 代数 ) , 则 xCB) 是 4 的 理想 ( 子 
代数 ) ， 如果 互 是 4 的 理想 〈 子 代数 ) ， 则 x-!1(B) 是 4 的 理 
想 ( 子 代数 )8 

2) 对 任意 理想 〈 子 代数 ) BCA4,， x(x-1(B))=B， 对 
任意 包含 7 的 理想 〈 子 代数 ) BCA,，x-!(x(B)) = 有 

3) ”如 果 B 是 4 的 理想 ( 子 代数 ) ，B=r:(5) ， 则 
A/Bx> 4/B (相应 地 B/J~>B) 。 
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定理 4.8 (Noether) 如 果 I 是 4 的 理想 ,而 8 是 子 代 数 ， 
(B+ DD/ITB/BNT., 
如 果 六 是 模 凡 的 子 模 ，7 是 环 A 的 右 理 想 ， 定 义 N/ 为 形 


如 六 na 的 元 素 的 集合 ， 此 处 wmE N，aE 7。 易 见 ，N7 也 


是 作 的 子 模 。 有 可 能 NI=0， 即 任 取 nE N，oEJ，no=0， 
在 这 种 情况 下 ， 称 /将 模 入 者 化， 对 任意 模 轩 ， 都 能 够 在 4 
中 找到 可 以 将 峙 零 化 的 最 大 右 理想 ; 4,,M = {a€ A| ymEM 
ma=0}， 显 然 ，4,,M 是 4 的 右 理想 , 而 且 还 是 A 的 理想 。 叫 
作 模 以 的 零 化 子 。 

如 果 理 想 7 将 杂 零 化 ， 则 对 可 以 看 作 商 代数 4/7 上 的 模 ， 
只 要 令 m《a+ 了) =ma 即 可 〈 易 见 ， 这 个 定义 与 剩余 类 a+ 7 的 
代表 元 的 选择 无 关 ) 。 最 后 ， 在 这 种 情况 下 ， 7 有 零 化 模 M 的 
任意 子 模 和 商 模 ， 并 且 M 的 “构造 ”与 将 它 看 作 是 4- 模 或 
是 4/7- 模 无 关 。 

反之 ， 任 意 4/7- 模 都 可 以 看 作 4- 模 只 要 令 ma= 
mla+ 7) 《〈 在 这 种 情况 下 ，/ 自动 将 对 零 化 ) 。 

若 4- 模 必 被 理想 1 零 化 ， 则 我 们 总 是 将 4- 模 M 与 4/7- 
模 放 视 为 同一 ， 特 别 地 ， 我 们 常常 需要 把 正则 4/7- 模 看 作 
A- 模 。 显然， 理想 /是 它 的 零 化 子 。 

我 们 还 发 现 , 任 取 慌 的 元 素 m 和 任意 右 理 想 fC 4, 子 集 
合 m7 = {mala€ 7 也 是 4 的 子 模 。 若 mm7 = 0， 则 称 7 将 m 零 化 . 
在 把 给 定 元 素 m 零 化 的 一 切 右 理想 当中 ， 最 大 的 一 个 叫 作 m 
的 老化 子 ，4.m = {aE Alma = 0}。 与 模 的 零 化 子 不 同 , 4A。m 
可 以 不 是 理想 (看 本 章 习 题 9) 。 
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$5 Jordan-Holder 定 理 


在 任意 非 0 模 MM 中 ,至 少 有 两 个 子 模 ，M 本 身 和 零 子 模 
(这 两 个 子 模 叫 作 平凡 的 ) 。 如 果 M 中 没有 其 它 子 模 ， 则 称 
MM 为 单 模 ， 与 单 模 对 应 的 表示 叫 作 既 约 表示 ， 这 就 是 说 ， 在 
任何 一 组 基 下 ， 它 都 不 能 写成 84( 1 ) 式 的 形状 。 

设 对 不 是 单 模 ， 则 可 以 在 M 中 找到 一 个 非 平凡 子 模 N， 
即 V#0，NzAM (也 就 是 说 M/N 二 0 ) 。 我 们 说 ， 模 M 是 
核 N 借 助 于 模 L = M/N 的 扩张 。 根 据 同 态 定理 ， 这 就 等 价 
于 存在 几 一 L 的 满 同 态 ， 以 六 为 核 ， 

如 果 工 和 玉 还 不 是 单 横 ， 则 可 以 取 工 的 非 平 凡 子 模 工 ; 和 
的 非 平凡 子 模 N,。 根 据 定理 4.3， 在 M 中 存在 包 有 的 子 
模 NN。， 使 L; 之 N,/N。 结果 在 放 中 引出 了 一 个 子 模 链 ， 
MN,N 泊 N, 宝 0。 车 此 链 中 模 入 ,或 商 模 M/N,，N,/ 
N，N/N ,中 的 任意 一 个 还 不 是 单 的 ， 则 仍 可 以 按照 上 述 方 
法 插入 一 些 子 模 。 由 于 M 的 维 数 有 限 ， 这 个 过 程 不 能 无 限制 
地 继续 下 去 。 最 后 我 们 得 到 了 M 的 子 模 链 ，M = A1, 汪 MM, 习 
JJ ,二 … 二 1M, ,DAMH.= 0 ， 所 有 的 商 模 负 ;/ Mi;,, 淹 是 单 的 ， 
这 样 的 链 叫 作 模 M 的 合成 列 ， 商 模 M;/ Mi ,1 叫 作 合成 因子 ， 
而 子 模 的 个 数 s 叫 作 合成 列 的 长 度 。 

可 以 说 ， 合 成 因子 是 “构件 ”， 模 M 借 助 于 它们 的 逐次 
扩张 建立 起 来 。 最 后 ， 一 般 来 说 ,这 些 因子 不 是 唯一 确定 的 ， 
但 它们 提供 了 关于 模 朵 结构 的 充分 信息 。 自 然 要 问 ， 它 们 被 
模 朵 确定 时 有 多 少 唯一 岂 。 这 个 问题 的 答案 引出 了 下 述 重要 
定理 。 
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定理 5.1 (Jordan-Hsldar) 如 果 M=M 1 二 … 
二 M,=0 和 M = Nu 二 N,… 二 N, = 0 是 两 个 合成 列 ， 则 它 
们 的 长 度 相等 ， 并 且 在 两 个 合成 列 的 因子 之 间 可 以 建立 一 个 
一 一 对 应 ， 使 对 应 的 因子 同 构 。 

证 ， 对 s 用 归纳 法 。 如 果 s= 1, 则 模 M = M。/M ,是 单 模 . 
因此 t= 1 且 NNo/N,=M= Mo。/M,。 现在 设 ;> 1， 对 于 长 
度 是 s- 1 的 合成 列 定理 成 立 。 

若 M=N， 则 MuwMi=Ny/N， 结论 从 归纳 假设 立 
得 。 如 果 M zNi， 则 Mi+ Ni rtM， 由 于 M 与 M, 之 间 
没有 中 间 子 模 ， 所 以 M, + Wi, = 对 ， 根 据 平行 四 边 形 法 则 ， 

N/MNN,~M/M,, 
M/MINN,~MI/N,, 

在 模 MI ,IN ,中 建立 合成 列 
M, Nn N, =L.2Ls DDOL= 0。 

这 时 寻 , 汪 Ls, 习 … 刁 Li= 0 是 M， 的 合成 列 。 与 合成 列 
MM,I.… OM,= 0 比较 ， 由 归纳 假设 可 知 s=k， 两 个 
列 的 合成 因子 一 一 对 应 ， 对 应 的 因子 彼此 同 构 。 

现在 比较 合成 列 M 二 AM ,二 :二 …2Z.= 0 与 M 二 Ni 
工 : 二 … 二 L,= 0。 从 第 三 个 位 置 开始 ， 它 们 的 因子 重合 ， 又 
由 上 面 建立 的 同 构 关系 M/Mi~ Ni 人 :及 MANi~Mi/L， 
易 见 这 两 个 合成 列 的 全 部 因子 两 两 同 构 。 

最 后 ， 比较 合成 列 N , 定 工 : 一 … 二 .=0 和 Ni 一 NM: 二 … 
二 N,=0， 仍 由 归纳 假设 得 到 s= #， 并且 它 们 的 因子 两 两 同 
构 。 这 就 意味 着 最 初 的 合成 列 的 因子 也 是 两 两 同 构 的 〈 在 某 
种 一 一 对 应 之 下 ) 。 从 而 完成 了 定理 的 证 明 。 

合成 列 的 长 度 叫 作 模 MM 的 长 度 ， 记 作 1(M)。 合成 因子 
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叫 作 模 夺 的 单 因 子 。 根 据 Jordan-Hslder 定 理 ， 长 度 和 单 因 
子 与 合成 列 的 选择 无 关 。 

我 们 发 现 ， 一 般 来 说 ， 在 合成 列 中 确定 的 单 因子 的 先后 
圭 序 不 是 唯一 的 。 例 如 下 章 研究 的 半音 模 ， 顺 序 可 以 是 任意 
的 。 

推论 5.2 如果 模 几 是 核 和 借助 于 模 L 的 扩张 ， 则 1C.47) 
=1(N) +1(L), 

证 ; 模 L~>MI/N， 引出 工 中 的 合成 列 ， 工 = 了 7 DO. 
汪 Li=0， 并 找 出 瑚 在 M 中 的 原 像 Mi 根据 定理 4.3， 
Mi/Misi 之 Li/Li+! 是 单 模 . 再 建立 模 N 中 的 合成 列 ，N = 
No 二 Ni 二 … 二 N,=0。 则 

M= MEM,D OM=N= NONIO%ON,=0 
是 模 对 的 合成 列 ， 长 度 为 &+ tb 命题 得 证 。 

推论 5.3 (Glassman 公 式 ) ”如 果 工 和 六 是 MM 的 子 模 ， 
则 

ICL+N)+ICTLNN)=1) + I(N), 

证 ， 可 以 从 推论 5.2 和 平行 四 边 形 法 则 直接 得 到 。 

称 模 M 的 子 模 六 是 极 大 子 模 ， 若 立 关 M， 并 且 没有 不 同 
于 M 和 六 的 子 模 了 L， 使 M 二 Z 二 N。 显然， 这 就 等 价 于 说 , 商 
模 M/N 是 单 的 。 在 合成 列 中 ， 每 一 个 模 都 是 前 一 个 模 的 极 
大 子 模 。 


86 直 和 


对 子 模 和 商 模 的 了 解 提供 了 有 关 整 个 模 的 结构 的 大 量 信 
息 。 如 果 回 顾 一 下 模 所 对 应 的 表示 的 矩阵 写法 (84 公 式 (1))， 
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这 件 事 就 变 得 特别 清楚 了 。 但 是 ， 一 般 来 说 ， 抢 阵 左下 角 的 
X (o) 不 由 子 模 和 商 模 决 定 ， 它 的 构成 是 相当 复杂 的 。 
最 简单 的 情况 当然 是 (ao) 引 起 的 补充 信息 消失 了 ， 即 
X% (ao) =0， 这 时 表示 形 如 ; 
.，、_7T Co 0 
Task T,(0) 小 
这 样 的 表示 〈 连 同 与 之 等 价 者 ) 叫 作 完全 可 约 衷 示 。 
用 模 的 语言 来 说 ， 完 全 可 约 表示 的 概念 引出 了 模 的 直 
利 。 
设 M， M,, ey MM, 是 代数 4 上 的 模 。 考察 由 (mt,，…， 
7) ， 此 处 ma EM,， 组 成 的 集合 M， 并 在 其 中 按 坐 标定 义 
运算 


CY 


Ws Ma) + Cn mm) 
= m+n M+), 
Qn ey MW) = am *, Qs), ER, 
iy Ma= (mas, ma), a€E A, 


显然 ， 1 成 了 4- 模 ， 称 为 模 M ,， oo ,的 直 和 ， 记 作 
M, 人 @…@M, 或 由 Mi。 作 为 向 量 空间 M, 它 也 是 空间 M，， 


…，AM, 的 直 和 。 

如 果 n = 2， {el，…， es} 和 {fs 人 分 别 是 A 和 好， 
中 的 一 组 基 ， 易 验 {Ce1,0)，…， (ei 0), (0, f1), …， 
《0，/0)} 是 必 1 儿 用 ,的 基 ， 对 应 的 表示 形 如 (1)， 此 处 Ti (a) 
和 7T,《a) 是 对 应 于 以 ,和 以 ,的 表示 。 

设 M ,和 1 :是 非 0 模 ， 同 构 于 M ,四 M: 的 模 M 称 为 可 分 
解 模 。 我 们 给 出 可 分 解 模 的 内 部 特征 。 
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设 入 各 工 是 模 民 的 两 个 子 模 。 定 义 映射 /NN 命 L 一 说 ， 
令 /(z，3) =z+y》， 此 处 x-EN，y EL 易 验 f 是 同 态 ，Imf 
=L+N。 计算 Kerf. 

车 (zx,y) EKerf, 则 z+y=0, 即 z= -yy. 所 以 rENIZ. 
反之 ， 若 zE 六 人工 ， 则 模 六 @@ 志 的 元 素 (z，- ZEKerf . 也 
就 是 说 ，Kerf 入 们 LL， 从 而 推出 下 述 命题 ， 

命题 6.1 设 N、 工 是 人 M 的 子 模 ， 由 公式 f(z, vw) =z+y 
定义 的 同 态 {/， 入 命 L 一 M 是 一 个 同 构 , 当 且 仅 当 N+L= MM， 
而 NNL=0。 

如 果 这 个 条 件 满 足 ， 则 称 模 朵 分 解 成 自己 的 子 模 尽 与 世 
的 直 和 ， 记 作 M 计 = 入 命 L， 这 时 ， 子 模 工时 作 入 的 补 子 模 CN 
也 叫 工 的 补 子 模 ) 。 亦 称 子 模 六 是 模 M 的 直 和 项 ， 

朵 当中 的 一 个 子 模 可 以 有 不 同 的 补 子 模 〈 甚 至 在 4= 天 ， 
模 成 为 向 量 空间 的 最 简单 的 情况 下 也 是 这 样 ) 。 但 是 ， 一 切 
补 子 模 彼 此 同 构 ， 它 们 都 同 构 于 商 模 M/N。 

命题 6.2 证 述 条 件 等 价 : 

1) 子 模 立 是 模 朵 的 直 和 项 ， 

2) 存 在 同 态 p: M 一 N， 任 取 元 素 zxEN， 都 有 


plr)=7, 
3) 存 在 同 态 i。 以 /NN 一 村， 任 取 剩 余 类 yE MM/N， 都 有 
(yy) EY, 


证 : 1) 地 2) 着 仙 = 入 @L， 则 任 取 元 素 mE MM， 可 唯 

一 地 表 作 m= z+y， 此 处 rE 入 ，y EK， 令 plm) =z。 从 元 

素 表 法 的 唯一 性 立 得 ，Ym’EM，aEkK，aE€ Ad, 痢 有 
plmt+tm)=pn)+pln), plam)=apln), plma)= 
pLm)a 即 p 是 同 态 。 如 果 xzE 人 入， 则 z=z+0， 从 而 p72) =z。 
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2) 僵 3) ” 按 法 则 i 元 ) = mp《m) 规 定 : 在 剩余 类 元 = m+ 
六 的 值 、 如 果 m/ 是 这 个 类 中 的 另 一 个 元 素 ， 则 ml/ = m+z， 
此 处 rzE N， 从 而 m/' 一 pm )=m+zx-plm) -p(x)=m- 
plm)， 即 我 们 的 定义 不 依赖 于 剩余 类 殉 的 代表 元 的 选择 。 易 
验 i 是 同 态 ， 并 且 因 为 plm) EN， 所 以 i( 克 ) Em+ N = 殉 。 

3) 祝 1) ” 记 上 =Imi。 由 i( 砚 ) E7xK= m+ 入 知 ，m 一 i( 计 ) 
EN， 将 m 写 成 m= (m -iD)) +i( 元 )， 则 有 N+ 工 = M。 如 
果 zENNL， 则 z=i(y)， 此 处 y=z+N=N, 即 在 M/N 
中 ，y =0， 从 而 zx=0。 也 就 是 说 ，NNL=0， 所 以 M= 
NE@L, 

同 态 p 通 常 称 为 在 子 模 N 上 的 投影 。 与 补 子 模 一 样 ， 投 
影 也 不 是 唯一 确定 的 。 

多 个 模 的 直 和 同样 有 内 部 解释 。 

定理 6.3 设 M,，…，M, 是 模 M 的 子 模 ，/， M 四 … 
全 Mi 一 及 是 同 态 上 映射， 由 公式 f Gm， …，yza) = m1 二 fs 十 
…+ms 定 义 。 则 下 述 条 件 等 价 : 

1) /是 同 构 ， 

DM + t+ Ms= Mv, MiN( ES Mi )=0 


jin 


M+tt Mi= MM 且 MiNN( 可 MM,)=0 对 任意 i>1 


i<i 


成 立 。 
证 1) 之 2) /是 满 同 态 ， 意 昧 着 M = M+… + Mi。 


着 xzEMin( SM), 则 z= SD msm EM m= -an 


得 fm ，…,1ms) = 0, 由 于 /是 单 同 态 ， 所 以 mm =… = r=0， 
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2Z= 0。 
2) 二 3) 显然 。 
3) 之 1) 从 条 件 31 +… + MMi= 降 推出 1 满 ， 进 -- 步 ， 


著 f mi，…,m) =0,i 是 使 wm 尖 0 的 最 大 下 标 , 则 mi = - > wi 


a 


E MiN( 六 M3)， 这 是 不 可 能 的 。 所 以 ms =… = m=0，/ 
是 单 射 。 

如 果 定 理 6.3 的 等 价 条 件 满 足 ， 则 称 模 以 分 解 成 子 模 
及 1，…，Mi 的 直 和 ， 记 作 = 117 B… 甸 Mi 

直 和 的 内 外 两 种 定义 是 等 价 的 若 M = MM ,外 … 鲜 Mi 是 
外 直 和 ， 则 元 素 (0，…，0，mi，0，…，0)( 除 第 ;个 之 外 ， 
其 它 坐 标 为 0) 的 集合 组 成 模 放 的 子 模 Mi1， 易 验 , MT = Mb 
M = 放 田 … 旬 Mi (内 直 和 ) 。 

显然 ， 任 意 《 有 限 维 ) 模 都 可 以 分 解 成 不 可 分 解 的 模 的 
直 和 。 在 第 三 章 中 我 们 会 看 到 ， 这 样 的 分 解 是 唯一 的 《〈 直 和 
项 精确 到 同 构 ， 并 不 计 它 们 的 排列 次 序 ) 。 因 此 ， 如 果 知 道 
了 某 一 个 代数 4 上 的 不 可 分 解 模 ， 就 可 以 写 出 全 部 4- 模 。 但 
是 ， 在 许多 情况 下 ， 描 述 不 可 分 解 模 是 一 件 非常 困难 的 事 
情 ， 有 了 时 用 目前 已 知 的 方法 难以 做 到 。 


§7 自 同 态 ” Peirce 分 解 


在 本 节 中 ， 我 们 将 证 明 一 些 基 本 的 定理 ， 它 们 建立 了 表 
示 理论 同 代 数 结构 理论 之 间 的 联系 。 这些 结 果 在 本 书后 面 的 
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章节 中 有 重要 作用 。 

在 $2， 我 们 定义 了 模 同 态 的 运算 ,并 对 任意 两 个 4- 模 闻 
ut 建立 了 集合 Homs( 于 ，N〉， 它 可 以 看 作 域 K 上 的 向 

空间 。 特 别 重要 的 是 1 = 六 的 情况 。 这 时 Homa(ay，2a7) 
Na 向 量 空 间 Hom, (M,，M) 
变 成 了 K- 代 数 。 这 个 代数 岂 作 模 寻 的 自 同 态 代数 ， 记 作 
尼 40M)。 其 元 素 〈M 到 自身 的 同 态 ) 称 为 M 的 自 同 态 。 这 
个 代数 的 可 逆 元 素 ， 即 邓 到 M 的 同 构 叫 作 M 的 自 同 构 。 

我 们 来 看 上 述 概念 对 正则 模 给 出 什么 结果 。 设 /: 4 一 M 
是 正则 模 到 任意 横江 的 同 态 。 任 取 元 素 a€ A4，f (a) = f(10) 
=f(1)a=moa，mo 三 f(1) 是 几 当 中 的 固定 元 素 ,。 反之 ， 
任 取 一 个 固定 元 素 m。€ M， 令 f(a) =moa， 易 验 f/:; A 一 M 
是 同 态 上 映射。 这样， 我们 就 建立 了 A 作 的 元 素 与 Homs (A, MD) 
中 的 同 态 之 间 的 一 一 对 应 。 如 果 f 和 og 是 两 个 这 样 的 同 态 ， 并 
有 自 f(1)=mo, gC1)=m， 则 (f+9) (1) =motm， 且 
VaEk，(af)(1)=am。。 因 此 , 我 们 的 一 一 对 应 是 向 量 空 
间 之 间 的 同 构 。 

现 设 % = A4，f 和 g 是 A 的 自 同 态 ， 并 且 f(1)=a，g(1) 
=6。 这 时 (fg) (1) =f(g(1D))=/(6)=f(1)6=ab， 所 以 ， 
4 与 已 4(4) 之 间 的 这 个 一 一 对 应 是 代数 同 构 。 

这 就 证 明了 下 述 定理 

定理 7.1 对 应 /一 AD) 是 向 量 空间 Homs(4，4a1) 与 1f 
之 间 的 辐 构 。 如 果 M = 4， 这 个 对 应 是 代数 妃 4(4) 与 4 的 同 
构 。 

自 同 态 代 数 是 向 量 空间 履 的 全 体 线性 变换 所 成 代 数 的 
子 代 数 。 它 由 与 所 有 线性 变换 7 (a) 可 交换 的 线性 变换 组 成 ， 
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此 处 a€ .4，7 是 模 凡 定义 的 表示 。 这 样 ， 代 数 正 4(Mf) 就 与 
自身 的 忠实 表示 同时 产生 了 (正确 地 说 ， 这 是 一 个 反 表示 ， 
因为 我 们 约定 将 自 同 态 写 在 元 素 的 右边 ， 而 线性 变换 写 在 左 
边 ) ,如 果 将 二 模 邮 的 自 同 态 记 作 Am = FoD (f 在 元 素 m€EM 
上 的 值 )， 我 们 就 得 到 了 相应 于 该 反 表示 的 一 个 左 A- 模 。 

这 就 是 说 ， 每 一 个 4- 模 对 都 可 以 看 成 代数 已 4(M1) 上 的 
左 模 。 容 易 验证 ， 如 果 M = 4 是 正则 模 ， 则 代数 4(A) 之 4 
二 的 这 个 相应 的 左 模 就 是 左 正则 模 。 

类 似 的 讨论 对 左 模 成 立 ， 这 时 ， 将 左 模 的 同 态 写 在 元 素 
在 边 ，m 在 同 态 / 之 下 的 像 记 作 m/; 乘积 /g 由 公式 m(fg) = 
《mf) g 定 义 。 在 这 样 的 记 法 下 ， 左 4- 模 变 成 了 它 本 身 的 自 同 
态 代数 的 右 模 。 也 有 类 似 于 定理 7.1 的 结果 。 

自 同 态 代 数 的 结构 是 怎样 与 模 自身 的 结构 ， 特 别 是 模 的 
直 和 分 解 联系 起 来 的 呢 ? 

设 必 分 解 成 子 模 的 直 和 ，M = M ,四 … 四 NM 这 就 意味 
着 ， 任 意 元 素 m€ MM 可 以 唯一 地 表 成 和 式 m = mi + … +m;， 
niE M;。 记 mi = eim。 从 表 法 的 唯一 性 立 得 Ym，nE M ， 
a€EK,a€E A,ei(m+n) = eim+ein, ei(am) = aei(m), ei(ma) 
= (eim)a， 即 ei 是 以 的 自 同 态 ， 此 外 ， 车 mE Mi;， 则 emm=m 
而 当 j 大 i 时，ejm = 0， 从 而 得 eiei = 6ijei， 此 处 5 是 Kronec- 
ker 符 号 ( 当 i=j 时 ，6i;= 1，i 关 i 时 6;;=0) 。 最后， 从 e， 
的 定义 知 ，m = e1m+…+esm， 即 el1 +…+es= 1。 

代数 4 的 元 素 e 称 为 宕 等 元 ， 如 果 e?: = e。 若 e、 /是 两 个 
吞 等 元 ， 且 满足 ef = fe =0， 则 称 e、/ 为 正 交替 等 元 。 等 式 
1 =eli+……+e 此 处 elj，…，e: 是 两 两 正 交 的 宕 等 元 ， 叫 
作 代 数 4 的 单位 元 分 解 。 
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定理 7.2 ”4- 模 半 的 直 和 分 解 ， 与 代数 已 = 瑟 40M) 的 
单位 元 分 解 之 间 存在 着 一 一 对 应 。 

证 ， 我 们 已 经 把 模 邮 的 直 和 分 解 对 应 到 了 代数 五 的 单位 
元 分 解 。 现 在 设 1 = el +… +e: 是 代数 EE 的 单位 元 分 解 。 令 
Mi=Ime;。 任 取 元 素 mEM， 有 m= (ei1+'*+es)m= 
eim+…+em， 并 且 eimE€M;。 如 果 m=mi+…+m。 是 元 
素 m 的 另 一 种 表达 式 ， 其 中 m; € M;， 则 存在 x;€ 以 ， 使 mi = 
eixb 根据 容 等 元 e;，ej 在 i#*j 时 的 正 交 性 知 

em= ~ eim;= > Ci@iLi = CiTi = mio 


一 
1 -上 i-1 


从 而 元 素 的 表 法 是 唯一 的 ， 即 MM = M,@… 人 @M,， 

淮 论 7.3 ” 模 M 不 可 分 解 ， 当 且 仅 当 代数 已 4(M) 没 有 非 
平凡 短 等 元 ( 异 导 0 和 1 的 寡 等 元 ) 。 

证 ， 若 e 是 非 平凡 竹 等 元 ， 则 f = 1 -e 也 是 非 平 凡 宕 等 
元 ， 且 与 e 正 交 ， 这 时 1 =e+ /是 单位 元 分 解 。 证 毕 ， 

比较 定理 7.1 和 7.2， 得 到 下 述 推论 。 

推论 7.4 模 邮 的 分 解 与 代数 已 4(M7) 上 的 正则 模 的 分 解 
之 间 存 在 着 一 一 对 应 。 

我 们 指出 ， 如 果 1 =el + …+e: 是 代数 4 的 单位 元 分 解 ， 
则 相应 的 正则 4- 模 的 分 解 形 如 4 = el A 名 … 田 e:4。 这 个 分 
解 叫 作 代数 4 的 右 Peirce 分 解 。 类 似 地 可 以 定义 左 Peirce 分 
解 ，4 = /fe, 名 … 昌 4e; (这 是 左 正则 模 的 分 解 〉。 

不 仅 如 此 ， 对 于 任意 4- 模 以 ， 代数 4 的 给 定 的 单位 元 
分 解剖 可 以 诱导 出 向 量 空 间 尘 的 分 解 , M = Me @…@Me,. 
因为 任 取 自 同 态 f € 4AM), 了 les) = (fm)ei, 上 注 分 解 也 是 
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邓 作 为 左 五 4(M)- 模 的 分 解 〈 但 是 ， 一 般 来 说 ， 它 不 是 M 作 
为 4- 模 的 分 解 ) 。 我 们 称 这 个 分 解 为 模 M 的 Peirce 分 解 。 

代数 4 的 右 Peirce 分 解 的 被 加 项 ei4 是 右 理想 ， 即 4- 模 . 
对 它们 应 用 模 的 Peirce 分 解 ， 我 们 得 到 向 量 空间 4 的 下 述 分 
解 ， 


A= @ ed4er。 (1) 
LT 


这 个 分 解 叫 作 双 边 Peirce 分 解 , 或 简称 为 代数 4 的 Peirce 
分 解 。 一 般 来 说 Peirce 分 量 Ai; = eiAe; 嗓 非 右 理想 ， 亦 非 左 
理想 .但 是 ， 这 个 分 解 却 可 以 将 代数 4 的 元 素 表 示 成 某 种 矩 
阵 形式 。 

设 c 和 2 是 代数 4 的 两 个 任意 元 素 。 将 它们 表 成 与 Peirce 


分 解 (1 ) 相 应 的 和 式 ，a= >) ai;，6b= > bi 此 处 ai= 


eiae;，bii=eibe;。 这 时 a+b= >3 《ai;+bij)， 而 


ab= > > ainbi; = (SS anbs;), 
CE LE 


这 是 因为 当头 1 时 ，aisb1; = eiaeneibe; = 0。 这 样 ，ei (ab)e;= 


之 onbu。 这 就 提供 了 将 元 素 o 按 其 Peirce 分 量 写成 矩阵 形 
式 的 可 能 性 
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正如 刚才 看 到 的 ， 这 时 ， 元 素 的 加 法 和 乘法 变 成 了 通常 
定义 的 矩阵 的 加 法 和 乘法 。 今 后 我 们 经 常 利用 这 种 写法 。 特 
别 地 ， 将 peirce 分 解 (1 ) 写 成 


设 模 M 展 成 直 和 M = A 计 , 命 … 命 放 , 对 导 的 自 同 态 代 数 进行 
peirce 分 解 。 设 1 =e, + … +e* 是 代数 已 = 巨 40M) 中 对 应 的 
单位 元 分 解 。 元 素 fE 丈 的 peirce 分 解 形 如 
1 fi 二 fis 
f= \ ee ) . fi;=eife;。 
fa fa 
设 m=mi +…+m: 是 M 的 任意 元 素 (mi = em) 。 
则 
fm= > efeim= > fijm;, 


有 


即 若 将 m 表 成 元 素 m ，…，m: 的 列 ， 则 


此 处 乘法 和 前 面 一 样 按照 通常 的 矩阵 意义 理解 。 

我 们 指出 ，fijm 总 是 在 Mi 中 。 此 外 ， 因 为 fijm= fimi， 
fiim 的 值 由 分 量 mj = ejm 唯 一 确定 。 所 以 fi;; 可 以 自然 地 解释 
成 Mi 一 对 的 同 态 。 反 之 ， 若 9: 以 ;一 必 ; 是 任意 同 态 ， 可 以 
由 公式 gm = gmi 〈 此 处 mi = ejm) 定义 同 态 六 一 M， 显然 ， 
5 在 妃 j 中 。 从 而 已 5 盖 HomA (Mi)， 我 们 可 以 在 这 一 同 
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构 之 下 将 Ei 与 Hom、 CM;, AM;) 视 为 同一 。 

特别 地 ， 对 于 正则 4- 模 ， 著 1 =e +… +e: 是 代数 4 的 
任意 单位 元 分 解 ， 其 Peirce 分量 Ai;=eiAe; 总 可 以 与 
Homas(ei-4，ei4) 视 为 同一 ， 并 且 这 种 同一 与 代数 的 元 索 
的 矩阵 写法 (2 ) 是 一 致 的 。 

最 后 引出 一 个 有 趣 的 结果 ， 如 果 被 加 项 M,，…， MI, 彼 
此 同 构 ，M  、… 人 对 ,~ 工 。 这 时 ， 我 们 写 M、 江 。 显 然 ， 
已 姜 宇 五 4(Z)， 且 自 同 态 的 抢 阵 写法 导出 下 述 结 论 ， 

定理 7.5 若 订 ~sL， 则 代数 天 4(CM) 同 构 于 Ea(L) 上 
的 * 阶 全 惩 阵 代数 。 

今后 ， 将 元 素 取 自 某 个 代数 4 的 n 阶 全 矩阵 代数 记 作 
M.(A), 

推论 7.6 M.(A4) 之 Ea(nA)。 

我 们 在 结束 本 节 时 考察 一 下 宕 等 元 与 代数 的 直 积 之 间 的 
关系 。 

设 4= A,x…x An 令 e; = (0,，…, 1，…，0) 《在 第 i 
个 位 置 上 取代 数 4; 的 单位 元 ， 而 其 余 处 取 0) 。 显然，e1， 
…，e: 是 两 两 正 交 宕 等 元 ， 且 1 =e, +…+es。 此 外 ， 考 等 
元 e; 还 具有 一 个 附加 的 性 质 ， 即 它们 都 属于 代数 的 中 心 ， 也 
就 是 说 任 取 a€ 4，eia= aei。 

属于 代数 的 中 心 的 容 等 元 叫 作 中 心 短 等 元 。 如 果 在 单位 
元 分 解 当中 ， 所 有 的 湖 等 元 都 是 中 心 的 ， 则 分 解 本 身 称 为 中 
心 的 。 

对 任意 单位 元 的 中 心 分 解 1 =e, +…+ek 有 e; A= Ae; 
=eiAe;， 而 当 i##j 时 e; Ae;=eie;A=0。 在 这 种 情况 下 , 右 、 
左 和 双边 Peirce 分 解 重合 ， 它 们 的 分 量 是 代数 4 的 理想 。 
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定理 7.7 下 述 三 者 之 间 存在 着 一 一 对 应 ; 


1 代数 4 分 解 为 代数 的 直 积 ; 

2) 代 数 .4 的 单位 元 的 中 心 分 解 

3) 代 数 4 分 解 为 理想 的 直 和 。 

证 ;我 们 已 经 按照 直 积分 解 建立 了 单位 元 的 中 心 分 解 ， 


反之 ， 设 4= 六 个 … 申 败 ， 此 处 1 是 理想 ，1 =ei + 
+ es 是 对 应 的 单位 元 分 解 。 这 时 1 ;=e:4， 所 以 任 取 元 素 
a€ A，eiae;E€1; 站 1;， 从 而 ei;ae; =0， 即 当 i 了 J 时， ei Aei 
=0，Peirce 分 解 形 如 


此 处 4; =ei4dei=ei4。 这 时 4~ A Xx… x At， 定 理 得 证 。 

推论 7.8 ”代数 4 的 直 积分 解 与 其 中 心 的 直 积 分 解 之 间 
存在 着 一 一 对 应 。 

从 定理 7.7 的 证 明知 ， 单 位 元 分 解 1= el +…+e; 是 中 心 
的 ， 当 且 仅 当 ;#Jj 时 ，ei4ei=0。 考虑 到 对 自 同 态 代数 的 
Peirce 分 量 的 解释 ， 我 们 得 到 了 这 样 的 结果 , 

推论 7.9 如 果 M=M 四 … 引 M， 并 且 当 iz# 时 
HomA(CaMi，Mi)=0， 则 天 4(1)~ 开 4a)x…x(CMD)。 


习 题 


1. 分 别 计算 复数 域 C 和 四 元 数 代数 如 〈 在 实数 域 上 ) 的 
正则 和 矩阵 表示 ，C 取 基 { 1 ,站 ， 玉 取 基 { 1 ，i，j，k}。 


38 


2. 利 用 正则 表示 证 明 ， 由 元 数 代数 是 可 除 代 数 。 

3. 设 A 是 复数 域 上 的 代数 ， 以 {e，i，j， 尼 为 基 ， 其 乘 
法 表 与 四 元 数 代数 相同 。 在 代数 4 中 找 出 零 因 子 。 建立 同 构 
关系 A~M,(C)， 

4. 找 出 代数 机 ,CK) 的 中 心 和 理想 。 

5. 计 算 Jordan 代 数 J,(K) 的 正则 和 矩阵 表示 ， 找 出 它 的 全 
部 理想 。 

6. 证 明代 数 闭 域 上 的 任意 独 生 代数 同 构 于 Jordan 代 数 的 
直 积 。 (提示 利用 Cayley 定 理 和 矩阵 的 Jordan 标 准 型 ) 

7. 设 计 是 x- 元 数组 空间 ， 把 它 看 作 上 三 角 和 矩阵 代数 4 = 
7,(K? 上 的 模 《〈 在 相应 的 表示 中 ， 甜 阵 姑 对 应 到 它 自身 ) 。 

找 出 模 对 的 子 模 及 其 对 应 的 表示 。 在 模 M 中 建立 合成 
列 。 证明 模 以 不 可 分 解 。 计 算 E4CM)。 

8. 如 果 M， py MM 是 模 用 的 子 模 ,f: MB"BM-M 
是 86 定 义 的 自然 同 态 ， 证 明 Kerf ~ NV :四 … 四 No 此 处 Vi = 
Mi Nn( > M;). 

9. 设 及 是 代数 4 上 的 循环 模 ， 以 m 为 生成 元 , 证明 M~ 
A/Amm。 如 果 Auam 是 A 的 理想 例如 当 A 交 换 时 ) ， 验 证 
Aum = AsoM， 且 对 任意 生成 元 m’，Asom’ = Asom。 

证 明 ， 车 代数 A 非 交 换 ， 则 Asom 可 以 由 于 生成 元 m 的 不 
同 选择 而 互 异 提示， 将 4 取 作 以 ,(K)，M 取 nr- 元 数组 空 
间 ) 。 

10、( 理 想 的 Peirce 分 解 ) 。 设 7 是 代数 4 的 理想 ， 1 = 
es+…tes 是 4 的 单位 元 分 解 ， 证 明 元 素 o= 入 aij 
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(alEeide) 属于 17， 当 且 仅 当 ayEe,yei。 

11, 利 用 习题 10 写 出 上 三 角 和 矩阵 代数 的 理想 ，。 

12. 设 4 是 代数 ， 一 般 来 说 没有 单 位 元 ， 扫 是 把 单位 元 
并 入 A 后 得 到 的 代数 (看 81) 。 

A={(a,0 la 4,cEK}. 

外 证 明 ， 形 如 Ca，0) 的 元 素 组 成 4 的 理想 ， 它 则 构 于 A 
《作为 没有 单位 元 的 代数 ) 。 

6) 将 命题 o) 中 建立 的 理想 与 4 视 为 间 一 ， 证 明 4 的 全 部 
理想 包含 在 4 中 ( 右 理想 和 左 理想 同样 )， 

@) 如 果 .4 中 有 单位 元 ， 证 明了 = 4xK。 

d) 证 明 ， 任 意 没有 单位 元 的 代数 的 同 态 /。 4 一 旦 可 只 
一 地 延 拓 成 有 单位 元 的 代数 的 同 态 f: 4 一 号 ， 反 之 ， 一 切 
有 单位 元 的 代数 的 同 态 g，4 一 8， 将 4 映 到 8 中。 特别 地 ， 
4 也 ， 当 且 仅 当 4~ 有 。 

13. 定 义 没有 单位 元 的 代数 4 的 表示 为 同 态 f : A 一 
EW), 

四 定义 没有 单位 元 的 代数 上 的 模 ， 并 建立 模 与 表示 之 间 
的 联系 。 

妃 设 .4 是 没有 单位 元 的 代数 ，M 是 4 上 的 模 。 令 mCa,c) 
=ma+cnt(aE A4，cEK) 。 证 明 M 变 成 人 模 。 

c)Mf，N 是 任意 全 模 ， 若 将 其 按照 命题 0) 的 定义 看 作 也 
模 , 验证 Hom。(M， N)= Hom;(M, NN) 。 特 别 地 ，4- 模 


M =N， 当 且 仅 当 作为 和 模 ，M ~ N。 
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二 章 ” 半 单 代数 


看 来 ， 半 单 代数 的 经 典 理论 是 一 个 最 光彩 的 例子 ， 说 明 
《 模 论 》 方 法 是 能 给 出 深刻 的 结构 定理 的 。 同 时 半 单 代数 及 
它们 的 表示 在 数学 的 许多 部 门 中 是 起 着 重要 作用 的 。 在 本 章 
中 我 们 将 给 出 半 单 代数 及 其 上 的 模 的 基本 性 质 , 并 证 明 Wed- 
derburn-Artin 定理 , 它 给 出 这 种 代数 的 完全 分 类 。 在 这 里 
起 重要 作用 的 是 第 一 章 〈 特 别 是 87) 中 的 结果 以 及 刻 划 单 模 
的 同 态 的 所 谓 Schur 预 理 。 


$1 Schur 预 理 


重 提 一 下 ， 一 个 非 零 模 对 被 称 为 单 的 ， 如 果 其 中 没有 非 
显然 〈 即 异 于 0 和 M 的 ) 子 模 。 我 们 曾 说 明 过 它们 在 模 论 中 
的 意义 ， 任 意 模 都 可 由 单 模 经 过 一 系列 扩张 而 被 得 到 。 同 
时 ， 单 模 在 结构 理论 中 也 起 着 重要 的 作用 ， 这 在 很 大 程度 上 
取决 于 下 述 结果 : 

定理 1.1(Schur) ”车 U 和 入 是 单 4- 模 ， 则 任 一 非 零 同 态 
f: U->V 都 是 同 构 。 

证 ， 由 于 Kerf 和 Im 顺序 为 U 和 六 的 子 模 , 并 且 若 /二 0， 
则 Kerf/zU 和 Im/ 二 0， 因而 Kerf =0 及 Imf =V, 即 /是 单 且 
满 的 同 态 ， 即 是 同 构 。 

推论 1,2CSchur) 单 模 的 自 同 态 代数 是 可 除 代数 ，。 
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这 是 因为 此 代数 的 任意 非 零 元 素 都 是 同 构 ， 因 此 是 可 逆 
的 。 

推论 1.3 ”正则 .4- 模 是 单 的 ， 当 且 仅 当代 数 .4 是 可 除 代 
数 。 

这 是 因为 有 同 构 关 系 4~ 天 4(4)， 以 及 在 可 除 代数 中 没 
有 非 显然 右 理想 。 

顺便 指出 ，Schur 预 理 之 逆 命 题 是 不 成 立 的 ， 存 在 有 非 
单 模 MM， 其 自 同 态 代 数 已 4(M) 是 可 除 代数 〈 参 看 第 一 章 的 
习题 7 > . 


8$ 2 半 单 模 和 代数 


模 朵 叫 作 半 单 的 ， 如 果 它 同 构 于 一 些 单 模 的 直 和 。 
半 单 模 对 应 着 完全 可 约 表 示 ， 即 是 形 如 
Ti (a) 0 


Ta): 了 7:(o) 


何 “TO 
的 表示 T， 其 中 Ti; 是 既 约 表示 。 

命题 2.1 下 列 条 件 互相 等 价 ; 

1) 模 MM 是 半 单 的 ， 


2)M= > MM;， 其 中 MM; 是 人 的 单子 模 ， 


3) 任 童子 模 NCM 都 有 补 子 模 ， 
4) 任 意 单 子 模 NC M 都 有 补 子 模 。 
证 ，1) 之 2) 由 定义 便 得 。 
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m 


2) 过 3) 若 M= > Mi， 则 更 有 M=N+ > Mi 这 


i=1 


里 指出 ， 由 模 M, 的 单 性 可 得 或 者 MiNn (N+ 了) 3) =0， 


ff» 和 


或 者 MiCN+ > M;。 去掉 所 有 满足 M,CN + > Mi 的 


i=l i=l 


Mj; 后， 我 们 得 到 这 样 一 组 子 模 NN:， 它 们 满足 条 件 


N+ > N=M, 


和 


NiN(N+ EN)=0. 


k<l 


这 样 M 便 是 子 模 N 和 Ni 的 直 和 (定理 1 .6.3), 而 N' = > N， 


是 和 N 的 补 子 模 。 

3) 仿 4) 是 显然 的 。 

4) 之 1) 这 很 容易 对 模 对 的 长 KM)7 作 归纳 法 而 证 得 
车 1(M) = 1， 则 模 M 已 是 单 的 。 设 1CM) > 1 而 0 是 M 的 单 
子 模 。 此 时 有 MM=U@U' ,其 中 U' 是 U 在 放 中 的 一 个 补 子 模 ， 
而 1CM) =1C0) +100/)， 即 101)=1(CM) - 1。 若 NN 是 U1 的 
单子 模 而 NN' 是 它 在 几 中 的 补 子 模 ， 则 任意 元 素 XEU' 可 表 
成 x-=n+n ,其 中 nEN,n' EN' ,由 之 得 % =x-n€EN'’ 由 U'， 
这 样 ，U' = NN@CN’' 则 UV')， 即 是 在 0 中 任 一 单子 模 都 有 


补 。 由 归纳 假设 得 V' ~ 由 Vi。 因 此 M~ 电 避 其 中 Di = 
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Uv. 
推论 2.2 半 单 模 的 任意 子 模 和 商 模 都 是 半 单 的 。 
证 ， 设 N 是 半 单 模 M 的 子 模 ，zx: M MAN 是 订 到 商 


模 上 的 投影 . 若 M = > Mi,， 其 中 1 是 单 模 ， 则 M/N = 


四 


六 xCMD。 由 于 xCMD) 是 MM 的 商 模 ， 记 以 或 者 +CM) = 0 


i=1 


或 者 rzCMD 汪 Mi。 因 此，M/N 是 单 模 的 和 ， 故 M/N 是 半 
单 的 。 

子 模 NN 的 半 单 性 可 如 下 推 得 设 N’ 是 六 在 MM 中 的 补 ， 
则 有 NN 之 M/N’， 由 上 知 M/N’， 随 之 N 是 半 单 的 。 


若是 半 单 模 而 M = 外 Ui 是 其 分 解 为 单子 模 直 和 的 
一 个 分 解 式 ， 则 Mi= 人 已 G=0，1，…, 四 是 朵 的 子 模 ， 


并 且 1M1j-; 二 Mi， 而 MI -ai= 世 这 样 
M = MEOM IDIOM,=0 

是 以 的 一 个 组 成 列 ， 而 UV，,，…，U0, 是 它 的 单 因子 。 这 时 由 
Jordan-H6lder 定 理 〈I .5.1) 可 得 下 面 命题 。 

命题 2.3 若 M 是 半 单 模 ， MU,@@… 人 @U,~V,@… 
@V ,是 以 表 成 单 模 直 和 的 两 个 分 解 式 ， 则 n=m 且 适 当 编 号 
后 对 所 有 的 i 有 Ui; 守 VV;。 

代数 4 叫 作 举 单 的 ， 如 果 它 的 正则 模 是 半音 的 。 正则 右 
《 左 ) 4- 模 的 单子 模 称 作 代 数 .4 的 极 小 右 〈 左 ) 理想 。 

下 面 的 预 理 与 命题 2.1 一 起 使 我 们 可 以 得 到 半 单 代数 的 
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《内 》 刻 划 。 

预 理 2.4(Brauer) 若 7 是 代数 4 的 一 个 极 小 右 理想 ， 则 
或 者 1* = 0 或 者 1 =eA， 其 中 e 是 一 个 短 等 元 。 

证 ， 假 设 壮 关 0 ， 即 在 7 中 有 元 素 z，y， 使 得 zy 大 0。 
此 时 对 应 F，7~7，(o) = zao， 是 非 零 同 态 ， 又 因为 7 是 单 
模 ， 此 同 态 是 同 构 (定理 1.1) 。 因 此 存在 元 素 eE 1 使 得 x = 
ze。 但 此 时 有 ze= ze*， 即 f(e) = f(e*)， 故 有 e =e*， 即 e 是 
宕 等 元 。 最 后 ，e4 是 7 的 非 零 子 模 ， 故 = e4。 

代数 4 的 右 〈 左 ， 双 侧 ) 理想 / 叫 作 圭 零 的 ， 如 果 存 在 
一 个 m 使 1"=0。 

推论 2.5 下 列 条 件 彼此 等 价 ; 

了 ) 代 数 4 是 半 单 的 ， 

2) 4 中 任意 右 理想 具有 形状 e 4， 其 中 e 是 备 等 元 ， 

3) 4 中 任意 非 零 理想 含有 非 零 宕 等 元 ， 

4) 代 数 4 中 没有 非 零 的 寡 零 理想 

5) 代 数 4 中 没有 非 零 的 容 零 右 理想 ，。 

证 1) 之 2) 车 /是 右 理想 ， 则 由 命题 2.1 有 A4=J@@1'， 
其 中 /是 7 的 补 、 因 此 7=e4， 其 中 1=e+e' 是 1 的 相应 分 解 
式 (定理 1 .7.2) 。 

2) 过 3) 是 显然 的 。 

3) 之 4) ”这 是 因为 若 e 是 寡 等 元 , 则 对 任意 ,et=e 基 0。 

人 全 5) 若 7 关 0 是 寄 零 右 理想 ， 则 -47 是 4 中 双 侧 理想 ， 
并 且 (41)"= 471"， 因 此 .47 也 是 寡 堆 的 。 

5) 僵 1) 若是 正则 模 的 单子 模 ， 即 是 代数 4 的 极 小 右 
理想 , 则 / ?大 0 而 依 预 理 2.4, 1=eA。 因 而 1 有 补 子 模 1' = 
《1 -e)4。 又 依 命题 2.1， 代 数 .4 是 半 单 的 。 
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应 指出 的 是 ， 推 论 2.5 中 条 件 3) 和 4 关于 《 右 》《 左 》 
是 对 称 的 。 因 此 《 左 半 单 》 即 是 左 正则 模 的 半 单 性 等 价 于 半 
单 性 ， 并 且 对 于 推论 2.5 的 条 件 可 添加 所 有 把 其 中 《 右 》 换 
成 《 左 》 所 得 到 的 条 件 。 

上 面 得 到 的 判断 准则 很 容易 转述 成 关于 元 素 的 术语 。 为 
此 ， 把 元 素 a€ 4 对 应 于 右 理想 a4 = {azlzE 4} (这 样 的 右 理 
想 叫 作 主 的 ) ， 并 和 弄 清 一 下 ， 此 右 理想 的 军 零 性 意味 着 什 
么 。 〈a4)" 中 任 一 元 素 都 是 形 如 ozkaz*…azrn 的 元 素 之 和 ， 
其 中 rz:，…，zn 是 代数 中 任意 元 素 。 因 此 (co4)" = 0 当 且 仅 
当 所 有 这 种 形状 的 乘积 为 零 。 换 言 之 ， 就 是 只 要 在 乘积 cic 
…at 中 元 素 a 出现 m 次 时 ， 此 乘积 必 为 零 。 这 样 的 元 素 叫 作 
强 乔 零 元 。 

推论 2.6 代数 4 是 半 单 的 ， 当 且 仅 当 在 其 中 没有 非 零 的 

推论 2.7 交换 代数 4 是 半 单 的 ， 当 且 仅 当 在 其 中 没有 非 
零 的 寡 零 元 素 〈 即 这 样 的 元 素 0， 有 ao"= 0) 。 

这 是 因为 ， 在 交换 代数 中 任 一 特有 堆 元 都 是 强 害 零 的 

顺便 指出 ， 在 非 交换 代数 中 可 以 有 罕 零 元 ， 它 不 是 强 宕 
零 元 。 例 如， 在 矩阵 代数 M,(K) 中 矩阵 单位 e,; 是 寡 零 的 : 
eis =0， 但 esie1s=ess 是 容 等 元 ， 因此 ， el 不 是 强 害 零 
元 。 

不 难 验证 ， 在 M :(K) 中 ， 除 0 外 没有 强 宕 零 元 〈 建议 
读者 去 证 明 它 ) 。 

推论 2.8 半 单 代数 的 中 心 是 半 单 的 。 

这 是 因为 ， 对 于 中 心 的 元 素来 说 显然 短 零 性 和 强 宕 零 性 
是 等 价 的 。 
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最 后 ， 从 我 们 的 讨论 可 得 下 面 关 于 半 单 性 的 重要 判断 准 
则 ， 而 已 经 是 用 表示 论 的 术语 了 。 

定理 2.9 代数 4 是 半 单 的 ， 当 且 仅 当 它 有 一 个 患 实 半 单 
模 (人 。 

证 ， 条 件 的 必要 性 可 由 正则 模 是 忠实 的 而 直接 得 出 。 今 


WM = EU 其 中 U0 是 单 4- 模 ， 是 忠实 异 , 车 I+*0 
a 


是 代数 4 的 理想 ， 则 由 模 必 的 忠实 性 可 得 一 ， 使 Ui *0。 
但 此 时 必 有 Ui1 =U;， 也 就 必 有 Ui;1"=U;。 因 此 ， 对 任意 m， 
7" 天 0。 由 推论 2.5 便 得 代数 4 的 半 单 性 。 


§3 向 量 空 间 和 和 拢 阵 


在 讨论 半 单 代数 及 其 表示 的 一 般 理论 以 前 ， 我 们 先 讨论 
一 下 向 量 空间 和 可 除 代 数 上 和 矩阵 代数 。 

设 D 是 域 K 上 《有限 维 ) 可 除 代数 ,WV 是 《有 限 维 ) 左 
D- 模 。 信 叫 作 可 除 代 数 D 上 的 《有 限 维 ) 向 是 空间 。 

命题 8.1 ”向量 空间 是 半 单 模 。 任 意 单 左 DD- 模 同 构 于 正 
则 模 。 

证 ， 设 V 是 D 上 向 量 空间 ,v, 是 居中 任意 元 素 〈 向 量 ) 。 
把 zxE D 对 应 到 zv, EV 的 同 态 对 应 f;D->V 是 非 零 的 ， 因 而 
Kerf = 0 〈 由 于 正则 左 D- 模 是 单 的 ) 。 因 此 Du = Imf~ 


(2) 再 提 一 下 ， 模 杂 岂 忠实 的 ， 如 果 相 应 的 表示 是 忠 实 的 ， 亦 即 
AnmM= 0。 
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D, 
落 太 是 单 模 ， 则 矿 = Dv 之 D。 不 然 的 话 可 得 一 元 去 v， 终 
Dv,。 此 时 ,同样 有 Du: 守 D， 且 Dv, + Dv 严格 包含 Dv,。 


继续 这 一 一 过 可 最 后 便 得 上 = Dw， 其 中 Dvi>D 是 单 模 。 


依 命题 2.1，V 是 半 单 模 ， 这 正 是 我 们 要 证 的 ， 

推论 3.2 可 除 代数 D 上 任 一 向 量 空间 同 构 于 nD (rn 个 正 
则 模 的 直 和 ) 。 这 里 n 是 唯一 确定 的 。 

由 于 4 是 模 矿 的 长 ， 故 有 唯一 性 。 通 常 称 ?为 向 量 空间 太 
的 维 数 ， 记 作 [ 信 :D]。 显 然 有 [V :KJ]=[V:DJLD:K]J。 

依 推 论 I，7.6， 可 除 代数 D 上 w- 维 向 量 空 间 的 自 同 态 代 
数 同 构 于 万 上 乍 阵 代数 M。(D)。 此 时 空间 矿 本 身 很 自然 地 可 
看 作 是 M。.(D) 上 的 右 模 。 在 下 面 我们 将 把 严 的 元 素 和 《 数 》 
向 量 (zi，…，z)，ziE 刀 ， 等 同 起 来 。 此 时 和 矩阵 对 向 量 的 
运算 就 是 向 量 和 和 矩阵 间 的 通常 乘法 。 

命题 3.3 代数 4=M.(CD) 上 的 模 矿 是 单 的 。 代 数 
M,(DD) 是 半 单 的 。 

证 ， 设 U 是 中 的 一 个 非 零 4- 子 模 ,u= (ui，…,4,) 是 U 
中 的 一 个 非 零 元 。 为 了 确定 起 见 ， 假 定 zi 0 。 此 时 任意 向 
量 z= (zi，…，xz) 可 以 表 成 形状 z=xX ， 其 中 


Url MTIz il 
ea 
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因此 x4 = 大， 即 4- 模 矿 是 单 的 而 依 定理 2.9， 代 数 Mnz(D) 是 
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半 单 的 。 
今 给 出 正则 4- 模 的 一 个 上 县 体 分 解 。 用 /i 表示 代数 
MD) 的 一 个 右 理 想 ， 它 是 由 一 切 形 如 


| 0 0 … 0、 
XI Ts T 
0 0 0 


的 (第 t 行 可 能 是 非 零 的 ) 矩阵 组 成 。 令 此 逢 阵 对 应 元 素 
(zi，…，z)EF， 显 然 ， 我 们 得 到 1 到 矿 上 的 一 个 同 构 对 

在 以 后 我 们 将 用 ei; 表示 甜 阵 单位 ， 即 是 在 《i，7) 位 置 
上 是 1 共 余 都 是 零 的 矩阵 。 特 别 有 1 的 分 解 式 ，1 =e11 ++… 
+ems 并 且 ei4= 7。 由 之 得 已 4( 广 全 eii4deii 全 。 

命题 3.4 代数 4= M,CD) 上 的 任意 模 都 是 半 单 的 。 任 
意 单 4- 模 同 构 于 而 正则 4- 模 同 构 于 nV 。 

证 ，4= 六 昌 … 绅 /是 正则 才 - 模 的 分 解 式 ， 并 且 还 知道 
有 六 全 天。 如 果 打 是 任 一 作 模 ，7 是 它 的 一 个 非 零 元 ， 则 由 
于 六 是 单 的 ，m1i 或 是 零 模 或 同 构 于 六。 此 外 ， 有 和 = 


号 meii € 2 mfi， 故 mJ; 中 必 有 非 零 者 。 若 是 模 M 本 身 


是 单 的， 则 由 上 即 得 MM = mJi 之 让。 不 然 的 话 ， 类 似 于 命题 
3.1 的 证 明 我 们 可 将 几 表 成 单子 模 的 和 ， 命 题 证 毕 ， 

推论 3.5 代数 M.D) 上 两 个 异 导 入 是 同 构 的 ， 当 且 
仅 当 [M:K]=[N:K]J, 


证 ; 若 M=nw 矿 而 = 用， 则 [4:K] =mEF:K]， 而 
LN:K]=k[LV:K]， 即 得 m= 当 且 仅 当 [LM:K]=[LN:KJ, 

命题 3.6 ”代数 4= Mn(D) 中 没有 异 于 0 和 -4 的 理想 。 

证 设 1 是 4 中 非 零 理想 ， 半 = zi) 是 了 中 非 零 矩 阵 ， 
Th 是 此 矩阵 中 一 个 非 零 系数 。 此 时 ei 天 0 且 在 1; 几 1 中。 因 
此 ，Ji 则 1 到 0， 而 由 1; 之 单 性 有 1 汪 1; (对 所 有 的 ?7 。 故 有 


7 > 11= 4， 这 也 就 是 要 证 的 。 


i=l 


代数 4 叫 作 单 的 ， 如 果 它 没有 异 于 0 和 4 的 理想 .命题 
3.6 说 明代 数 M.D) 是 单 的 。 在 下 一 节 中 我 们 将 看 到 ， 再 没 
有 其 他 〈 有 限 维 ) 单 代数 了 。 


§4 Wedderburn-~Artin 定 理 


第 一 章 87 和 第 二 章 上 几 节 中 的 结果 使 得 我 们 可 以 得 到 关 
于 半 单 代数 的 基本 结构 定理 。 

首先 由 Schur 预 理 可 直接 得 到 关于 交换 半 单 代数 的 刻 
划 。 

定理 4.1 〈Weierstrass-Dedekind) 交换 半 单 代数 同 构 
于 域 的 直 积 。 反 之 ， 域 的 直 积 是 半 单 代数 。 

证 : 设 4 是 交换 半 单 代数 ，4=U ,全 … 甸 Un 是 正则 4- 
模 表 成 单 模 直 和 的 一 个 分 解 式 ,1 =e,+… +es 是 单位 元 的 相 
应 分 解 .由 于 交换 性 所 有 罕 等 元 都 是 中 心 的 .此 时 有 4w 4 x 
‘XA,, 其 中 A;=eiA~Es(U';) ( 参 看 定 理 E77) . 
依 Schur 预 理 4i 是 可 除 代数 ， 又 因为 它们 是 交换 的 ， 故 是 
域 。 
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反之 ,车 A 之 A1X… Xx 4,， 其 中 4; 是 域 ， 则 正则 4- 模 
具有 形状 4=U, 命 …@U:， 其 中 Ui 是 正则 4i- 模 ， 它 是 
的 。 

推论 4.2 车 域 K 是 代数 闭 的 ， 则 任意 交换 半 单 K- 代数 
同 构 于 K"。 

把 Schur 预 理 和 自 同 态 的 矩阵 记 法 结合 起 来 便 得 一 般 的 
结构 定理 。 

定理 4.3 (Wedderburn-Artin) ”任意 半 单 代数 同 构 于 
可 除 代 数 上 和 矩阵 代数 的 直 积 。 反 之 ， 可 除 代数 上 和 矩阵 代数 的 
直 积 是 半 单 代数 。 

证 ， 设 4 是 半 单 代数 ，4~mU: 四 … 由 0U, 是 正则 
4- 模 表 成 单 模 直 和 的 分 解 式 , 且 当 i 关 j 时 ，U; 尖 Uj, 令 niUi= 
Mi 我 人 有 A~>M1@…@M,， 且 依 定理 1.1, Homa(U', 
U;) =0, 而 这 说 明 也 有 Homa《M; ,MM;) =0。 这 样 4 44x 
…XxXA， 其 中 A1=E4(Mi) (参看 推论 I。 7.9) 。 因 为 
MixzmU;， 则 由 定理 1.7.5 得 4:M,:(4D;), 其 中 DD;= 
EL4(Ui) 是 可 除 代 数 ， 

推论 4.4 (Monnh) ”车 域 K 是 代数 闭 的 ， 任 意 半 单 K- 
代数 同 构 于 形 如 MaCK) x… x 及,,(K) 的 代数 。 

推论 4.5 任意 单 K- 代 数 同 构 于 形 如 MM,《D) 的 代数 , 其 
中 妃 是 可 除 代数 。 

证 ， 我们 已 经 看 到 了 ，Mn(D) 是 单 代数 。 反 之 ， 若 
代数 4 是 单 的 ， 则 其 唯一 的 非 零 理想 (就 是 4 本 身 ) 含有 非 
零 塞 等 元 1 ， 故 代数 .4 是 半 单 的 〈 依 推论 2.5) 。 此 外 4 不 能 
分 解 成 直 积 。 故 4~ M,(D)。 

推论 4.6 任意 代数 闭 域 K 上 的 单 代数 必 同 构 于 M.(K)* 
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85 ”分解 的 唯一 性 


Wedderburn-Artin 定理 把 每 一 个 半 单 代数 4 和 一 个 集 
《CDi，…，Ds nn1，…，ns) 对 应 起 来 ， 其 中 Di 是 可 除 代 
数 而 n; 是 矩阵 的 阶 数 : 

A~M,1(D,) x x M,.(D,). (1) 

很 自然 地 要 间 ， 可 除 代 数 Di 和 阶 数 甘 是 唯一 确定 的 吗 ? 
我 们 将 证 明确 是 这 样 。 此 外 ， 分 解 (1 ) 本 身 实际 上 也 是 唯一 
确定 的 。 

首先 给 出 关于 代数 分 解 成 直 积 的 一 个 一 般 结 果 。 

定理 5.1 设 4 之 Alx…x /A 之 BXx…xB, 是 代数 4 的 
两 个 直 积 分 解 ， 其 中 4;:，Bi 是 不 可 分 解 代数 ，1 = el + … 上 + 
es 三 fi1+…+ 有 fi 是 单位 元 的 相应 的 中 心 分 解 。 此 时 必 s=t 并 
对 短 等 元 适当 编号 后 ， 对 所 有 的 i 有 ei = fi。 

证 ， 由 定理 工 .7.7, Ai 之 e;:4 和 Bj 之 f;B 的 不 可 分 解 性 意 
味 着 ， 如 果 ei=ei+ei，fi=f;+f， 其 中 ei 和 ei (相应 地 
f'; 和 f;) 是 中 心 正 交 窒 等 元 ， 则 或 者 e; = 0 或 者 e; =0 ( 相 
应 地 或 者 f= 0 或 者 万 =0) 。 但 由 于 e; 和 fi 属于 中 心 ， 故 
eifi 和 ei ~ eifi 是 中 心 正 交 短 等 元 。 因 此 或 者 e;f;=0 或 者 eif; 
= ei。 类 似 地 有 或 者 eif;= 0 或 者 eif;=f;。 因 为 ei=ei(fi 
+… 十 11)， 故 可 得 一 足 码 j 使 得 e;f; 二 0， 即 是 e; = eif;= ff;。 
但 这 样 的 足 码 只 能 有 一 个 ,因为 当 关 j 时 eif= ff，=0 .由 
之 便 得 s=t， 且 在 适当 编号 后 对 所 有 的 i 有 ei = f;。 这 时 有 
Ai~eiA=f;A~B., 

现在 我 们 可 证 明 Wedderburn-Artin 定理 中 的 唯一 性 
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Ts 

定理 5.2 若 A4 之 Mi1(D1) x xM,(D)>Mi(F 1)X 
“x Mi (FP), 其 中 D,， ng D,, FE,, 和 FF 是 可 除 代 
数 ， 则 s=+t 且 适当 编号 后 对 所 有 的 i，ni = 及 Di 之 Fi。 

证 ， ”由 十 在 代数 以:(D) 中 没有 真理 想 , 故 它 是 不 可 分 
解 的 ,因此 由 定理 5.1 立 刻 得 到 s=t 以 及 适当 编号 后 Mw《D;) 
之 Mi (Fi)。 和 镜 下 来 要 证 的 是 ， 车 A4~M(D) 守 MF)， 
其 中 D 和 是 可 除 代数 ， 则 n= A 且 刀 ~ 下 。 

依 命题 3.4，4 有 一 个 单 模 厂 ， 并 且 4 之 nV 之 hk， 由 之 
便 有 mn=A。 此 外 ， 刀 = 兢 4( 记 = 已 ， 这 就 结束 了 定理 的 证 
明 。 

单 代数 4 = M,CDi) 叫 作 半 单 代数 4 的 单 分 最 。 由 定理 
5.2 它 们 是 唯一 确定 的 。 因 此 半 单 代数 的 分 类 就 完全 归 结 为 
对 有 限 维 可 除 代 数 的 刻 划 。 


§6 ”半音 代数 的 表示 
Wedderburn-Artin 结构 定理 连同 $3 中 结果 一 起 使 得 我 
们 能 给 出 关于 半 单 代数 上 的 模 的 刻 划 。 
命题 6.1 设 必 是 代数 4= 41x… x 4, 上 的 模 ,1= el+ 


…+e, 是 代数 4 的 单 位 元 的 中 心 分 解 .此 时 必 杂 = 中 He 


其 中 Me 是 4 上 的 模 。 

证 ， Me, 是 计 的 子 模 ， 因 为 e; 在 4 的 中 心 内 。 其 次 有 
m=mei+…+mes， 此 外 ， 如 果 m=mi+… +ms， 其 中 mi € 
Mei， 则 有 me; = m:， 亦 即 这 个 表示 法 是 唯一 的 。 随 之 M = 
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由 Me 但 当 ;i7#7 时 ，Meie;=0， 因 此 eiAC A Me;), 

ie1 

即 是 说 Me 可 看 作 是 4/@e; A 之 4; 上 的 模 ， 这 也 就 是 要 证 
jri 


的 。 
定理 6.2 设 4 是 半 单 代数 ，A4; 之 Mn(D;) 是 它 的 单 分 
量 (i=1,，…，s) 。 任意 4- 模 都 是 半 单 的 并 且 可 唯一 地 表 


成 形状 电 6F,， 其 中 扩 是 单 4- 模 ,特别 ， 单 4- 模 和 代数 4 


的 单 分 量 之 间 有 一 个 一 一 对 应 关系 。 

证 ， 由 命题 6.1， 任 意 4- 模 可 分 解 成 直 和 AM :四 … 中 M， 
其 中 Mi 已 经 是 4i- 模 。 依 命题 3.4,M ;之 kiVi, 这 就 证 明了 定 
理 〈 由 命题 2.3 可 得 分 解 的 唯一 性 ) 。 

这 个 定理 的 下 述 推论 在 群 表示 论 中 起 着 重要 的 作用 。 

推论 6.3 ” 设 4 是 特征 零 的 域 上 的 半 单 代数 ， 而 S，7 是 
它 的 两 个 表示 。 这 两 个 表示 是 等 价 的 当 且 仅 当 对 任意 acE4 
有 trT(a) =trSCa) (3) 。 

证 ， 如 果 表 示 了 和 S 等 价 ， 则 矩阵 了 Ca) 和 SCa) 是 相似 
的 ， 因 而 有 相同 的 迹 ， 

反之 ,假设 对 所 有 的 a€ A,trT(a) =trS(o)。 设 4= 4 x 
…XxA,， 其 中 4; 是 4 的 单 分 量 , 而 1=e,+…+es 是 单位 
元 的 中 心 分 解 ，V; 是 单 4i- 模 。 将 相应 于 表示 T 和 9 的 模 M 
和 分 解 之 : 


(3)tr 兴 表示 和 矩阵 民 的 迹 ， 若 全 = (zi ， 则 trX= zl+ 十 Tons 
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M~@ml’, N~@ar, 


洲 vEV;， 则 ve; =v， 而 当 j 大 i 时 ，wvej; =0， 由 之 得 trT (ei) 
=midi 而 trS(ei) = kidi:， 其 中 d;=[V;:K]。 因 此 由 迹 的 相等 
可 得 对 所 有 ;有 mi = ki:， 即 MM 之 N， 故 表示 了 和 5 等 价 ()。 

定理 6.2 还 使 我 们 能 够 计算 半 单 代数 4 上 模 的 自 同 态 代 
数 ， 为 此 回顾 一 下 ， 若 广 是 代数 4;= Mn(D;)( 代 数 A 的 单 
分 量 ) 上 的 单 模 ， 则 知 瓦 4 全 六 。 此 外 ， 依 Schur 预 理 ， 
Hom4(F 广 ) = 0,X#7 。 因 此 ， 自 同 态 的 矩阵 记 法 就 给 出 下 
面 结果 。 

定理 6.4 若 朵 是 半 单 代数 4 上 的 模 ， 则 代数 已 4(M ) 也 


是 半 单 的 。 精 确 些 说 ， 如 果 M = @ 由 6， 其 中 及 是 代数 4 的 
单 分 量 44= Mm《DD 上 的 单 模 ， 则 EsM) 之 1x x 玉 ， 
其 中 已 ;MACDiD)， 

半 单 代数 4 和 B 叫 作 是 同型 的 ， 如 果 它 们 的 单 分 量 的 个 
数 相同 ， 而 相应 的 可 除 代数 是 彼此 同 构 的 

推论 6.5 ”代数 4 和 有 是 同型 的 ， 当 且 仅 当 刀 ~ E4M)， 
其 中 MM 是 忠实 4- 模 ， 


其 证 明 可 由 定理 6.4 以 及 下 述 事实 得 出 ， 模 M = 多 PP 


的 忠实 性 意味 着 ， 对 所 有 的 了 ， 卢 盖 0。 
推论 6.6 若 MM 是 任意 代数 4 上 的 一 个 半 单 模 ， 则 
EsM) 是 半 单 代数 . 


(4) 由 证 明 可 看 出 ， 只 需要 求 对 于 中 心 的 元 素 其 迹 相等 就 够 了 。 
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实际 上 ， 已 4CGaf) = ET (CM) ， 其 中 4= A/ArnM 。 但 
M 是 忠实 4- 模 ,因此 有 4， 随 之 还 有 EF (4) 就 都 是 半 单 代数 
(定理 2.9) 。 

最 后 ， 我 们 由 所 得 到 的 结果 导出 对 于 半 单 模 的 所 谓 稠密 
定理 。 

定理 6,7 (Burnside) ” 设 村 是 一 个 代数 4 上 的 半 单 模 ， 
B=EsA(M)，A= Es(M)〈 这 里 把 M 看 成 是 左 B- 模 ) 。 每 
一 个 元 素 a€ A 决定 一 个 自 同 态 a€ A: xa= zao。 此 时 对 应 ac-> 
a 是 代数 4 到 A 的 一 个 满 同 态 。 

证 ， 我 们 可 以 用 代数 4/ AnnM 去 代替 4， 这 样 作 不 会 变 
动 B 和 有 A， 故 可 认定 必 是 忠实 4- 模 。 此 时 代数 4 是 半 单 的 
〈 依 定理 2.9) 。 在 这 种 情形 由 ax#0 可 得 a 关 0， 而 需要 验证 
的 是 ， 如 上 所 建立 的 对 应 是 同 构 。 


设 4= 41X…x A 其 中 4Mn(DD, 而 M = 的 PP 
iel 


其 中 六 ;是 单 4- 模 ,此 时 B= Bx… x Bs, 其 中 BMh(D)， 
并 且 相 应 的 单位 元 的 分 解 式 1=e!+…+e, 可 保证 有 eiM = 
kiV;。 记 单 B;- 模 为 U;。 这 时 有 e;M 之 miU;〈 作 为 B- 模 ) 。 
但 [VV;:KJ]=nid;， 其 中 di= [Di:KJ]， 而 [Li:K]= Adi。 因 此 
[eiM:K]=kinid;=mikid;， 由 之 得 m=n;,，A= Es(M)~A 
而 单 射 4-> 4 必 是 同 构 对 应 。 

推论 6.8 次 U 是 单 4- 模 ，D = E4(U) 是 其 自 同 态 可 除 
代数 ， 而 [U:DI]=n， 则 4 有 一 个 同 构 于 放 ,(D) 的 商 代数 ， 

其 证 明 可 由 定理 6.7 以 及 关于 同 态 的 定理 直接 得 到 。 
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习 题 


1. 证 明 ， 代 数 闭 域 上 交换 代数 的 既 约 表示 是 一 维 的 。 

2. 设 KK 是 代数 闭 域 ，4 是 代数 M，(K) 的 交换 半 单 子 代 
数 。 证 明 存在 一 个 矩阵 S， 使 得 对 所 有 和 矩阵 XE4，3XS 
是 对 角 线 矩阵 。 《代数 8 的 两 个 子 代 数 4 和 A’ 叫 作 共 生 的 ， 
如 果 在 2 中 有 一 个 可 道 元 5p， 使 得 对 任意 a€ 4，bab™! € A， 
并 且 任 意 元 素 a € 4 都 具有 这 样 形状 。 习 题 2 说 明子 代数 4 
CM,(K) 和 对 角 线 矩阵 代数 的 一 个 子 代 数 共 二 》 

3. 在 什么 条 件 下 独 生 代 数 是 半 单 的 ? 

4. 设 久 是 代数 闭 域 ， 证 明和 矩阵 和 EM.(K) 与 茶 个 对 角 
线 矩 阵 共 思 当 且 仅 当 矩阵 立 生 成 的 独生子 代数 是 半 单 的 ， 

5. 设 G 是 n 阶 循环 群 。 证 明 ， 群 代数 KG 是 半 单 的 当 且 仅 
当 域 K 的 特征 不 整除 n。 

6. 证 明 ， 交 换代 数 是 半 单 的 当 且 仅 当 它 的 任意 独生子 代 
数 都 是 半 单 的 。 

7. 刻 划 任 意 独生子 代数 都 是 半 单 代数 的 代数 。 

8. 刻 划 没 有 轿 零 元 的 代数 。 

9. 证 明 ， 代 数 M,(D) 中 任 一 非 零 协 等 元 必 共 轿 于 元 素 
之 er， 共 中 A 介 于 1 与 "之 间 。 

10. 设 和 和 了 是 代数 4= MM,(K) 中 的 两 个 和 矩阵， 和 4 
={XSISEA}, Y4= {YSI1SE 4}。 显 然 X .4 和 了 -4 是 有 理 
想 。 作 为 4- 模 何 时 它们 间 构 ? 

11., 证 明 ， 代 数 大 ,CK ) 中 的 同 均 单子 代数 必 互 相 共 斩 。 

12, 证 明 ， 如 果 代 数 4 是 半 单 的 ， 则 左 正则 借 的 长 等 于 
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正则 模 的 长 〈 对 非 半 单 代数 一 般 说 这 是 不 成 立 的 ) 。 

13. 设 4 是 特征 0 的 域 扩 上 的 半 单 代数 ，7 和 S 是 它 的 两 
个 有 相同 维 数 的 表示 ， 并 且 对 任意 元 素 oE 4 可 得 一 矩阵 Co 
使 得 C.T(o)Ci: =SCa)。 证 明 ， 表 示 了 和 5S 是 等 价 的 。 


(5) 此 习 题 是 A.B .PoiTep 给 出 的 。 
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第 三 章 根 


定理 .4.3 (Wedderburn-Artin) 和 了 .6.2 完 全 刻 划 
了 半 单 代数 以 及 它们 的 表示 ， 然 而 ， 即 使 域 K 是 代数 闭 的 ， 
关于 非 半 单 代数 及 其 上 模 的 结构 也 是 知道 得 很 少 。 在 非 半 单 
代数 的 理论 中 占有 重要 地 位 的 是 祖 的 概念 , 根 是 一 个 理想 , 关 
于 它 的 商 代 数 是 半 单 的 ， 并 且 是 有 此 性 质 的 理想 中 的 一 个 极 
小 者 。 根 的 重要 性 质 是 它 的 寡 零 性 ， 此 性 质 使 得 对 于 模 根来 
提升 寡 等 元 成 为 可 行 的 。 同 时 很 自然 地 出 现 一 个 重要 的 模 类 
一 一 投射 模 , 它们 和 半 单 模 之 间 存 在 着 一 个 一 一 对 应 ,利用 它 
可 以 证 明 投 射 模 分 解 成 不 可 分 解 模 时 的 唯一 性 ， 而 借助 自 同 
态 代数 又 可 将 这 个 结果 推广 到 任意 模 上 去 。 最 后 ， 我 们 在 本 
章 的 最 末 一 节 引 入 代数 的 格式 和 格式 的 泛 代 数 等 概念 ， 并 利 
用 它们 至 少 在 代数 闭 域 的 情形 (%) 可 得 到 关于 非 半 单 代数 的 
某 些 (当然 ， 远 不 是 完全 的 ) 刻 划 ， 特 别 是 由 之 可 得 所 谓 继 
承 代数 〈 仍 是 在 代数 闭 域 上 ) 的 分 类 。 

再 提醒 一 下 ， 如 果 没 有 特别 说 明 ， 所 有 代数 都 是 有 限 维 
的 (在 $6 讨论 格式 的 泛 代数 时 将 遇 到 无 限 维 代数 〉。 


81 模 的 根 和 代数 的 根 


(6) 在 第 八 章 中 这 些 概念 将 被 推广 到 任意 代数 上 去 ， 但 事 求 它们 
关于 根 的 商 代数 是 分 离 的 ， 
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设 呆 是 半 单 模 ; M=@U,, 其 中 U, 是 单 模 而 x 是 MM 到 


Ui; 上 的 投影 。 此 时 对 任意 非 0 元 素 mE MM， 至 少 有 一 个 足 码 i 
使 得 milm) 二 0， 这 可 说 成 是 从 M 到 一 切 可 能 的 单 模 的 所 有 
同 态 能 够 “区 分 ” 模 必 的 元 素 。 不 难 验 证 ， 反 过 来 也 对 ， 即 
车 以 到 所 有 单 模 的 同 态 集 能 够 “区 分 ” 模 M 的 元 素 则 MM 
必 是 半 单 的 。 这 是 因为 ,车 NN 是 M 的 极 小 子 模 ，nE N， 是非 
零 元 素 ， 则 有 一 个 同 态 对 应 f/f:，M 一 U， 其 中 U 是 单 模 ， 使 
得 fn) 关 0。 但 这 时 由 于 入 的 极 小 性 有 NN 由 Kerf =0。 另 一 
方面 Imf = LT， 即 M/Kerf~U 而 Kery 是 M 的 极 大 子 模 。 因 
此 入 +Kerf = MM， 而 Kerf 是 N 在 MM 中 的 补 。 随 之 ，MM 是 半 
单 模 (参看 命题 .2.1) 。 

对 于 任意 模 M 我 们 引入 《 非 半 单 性 的 度量 》; 一 切 具有 
下 面 性 质 的 元 素 m € M 的 集合 ， 对 于 任意 由 M 到 单 模 的 同 态 
对 应 了 言 都 有 /rm) =0。 显然， 这 些 元 素 组 成 M 的 一 个 子 
模 ， 称 之 为 模 M 的 根 ， 记 作 radM 。 

由 于 对 于 任意 非 零 同 态 f:M->U，U 是 单 模 ，Kerf 是 
放 中 的 一 个 极 大 子 模 ， 并 且 反 过 来 ， 任 一 MM 中 极 大 子 模 M'/ 
是 投 说 x:M>M/M' 的 核 而 MM/M' 是 单 模 ， 故 根 是 模 M 中 
所 有 极 大 子 模 之 交 。 

定理 1.1 模 1f 是 半 单 的 当 且 仅 当 radM=0。 商 模 
/radM 永 远 是 半 单 的 。 

证 : 上 面 我 们 已 经 证 过 第 一 个 结论 。 因 此 只 要 验证 一 下 
rad(M/radM) =0。 依 定理 工 .4.3 M/radM 的 极 大 子 模 形 
如 M'/rad 肝 ,其 中 以 ' 是 MM 的 极 大 子 模 ( 因为 永远 有 M' 二 
radM) 。 显然 有 
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N CM’ /radM) = (CnM')VradM =0 
即 rad(M/radM) = 0。 定 理 证 完 。 


命题 1.2 rad( 由 1 ) = rad 


证 , 设 M= 外 MM:，f:M>U 是 一 个 同 态 对 应 。 易 见 f 由 
同 态 f': Mi 一 0 的 全 体 依 公式 
fmi, ms) = > Fn 


唯一 确定 〈 参 看 第 一 章 87) 。 因 此 若 对 所 有 ;1，”i € radM;， 
则 mi me) =0 且 (mm ，…，m) EradM. 

反 过 来 ， 车 (m1，…，m,) EradM ， 则 来 考察 所 具有 下 
面 性 质 的 同 态 对 应 f:M 一 UU， 妈 当 j i 时 f;=0， 由 之 可 知 ， 
对 任意 同 态 对 应 fi: Mi 一 U, 必 有 fi《mi) =0, 因 而 mi € radM ,， 
这 正 是 我 们 要 证 明 的 。 

命题 1.3 对 于 模 的 任意 同 态 对 应 f:M 一 NN ， 有 
flradM)CradN, 

证 ， 车 mEradM， 则 对 任意 同 态 对 应 g:N 一 0，U 是 
单 模 ， 有 gf (m) =0， 即 f Cm) EradN。 

这 个 结果 使 得 我 们 可 以 由 任意 同 态 对 应 f:M 一 NN 去 构 
造 导出 同 态 f; M/radM 一 N/radN, 令 fl(m+radM)=f(m) 
+radN. 

预 理 1.4 (Nakayama) ” 同 态 对 应 /: MM 一 NN 是 满 的 ， 
当 且 仅 当 它 所 导出 的 同 态 对 应 了 :M/radM 一 N/radN 是 满 
的 。 
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证 ， 若 f 是 满 同 态 ， 则 当然 了 也 是 。 反 过 来 ， 7 的 满 性 
意味 着 Imf + fadN = N。 假 定 Imfz* N， 则 Imy 含 在 某 个 极 
大 子 模 N/ 中。 由 于 radNCN'， 故 Imf +radNCN'’ 而 不 能 
等 于 N。 此 了 矛盾 说 明 必 Imy = N， 即 f 是 满 同 态 。 

这 样 ， 只 要 在 《 模 根 》 的 情况 下 去 验证 同 态 的 满 性 就 足 
够 了 。 有 时 此 结果 的 另 一 种 形式 是 有 益 的 。 

推论 1.5 若 Y 和 是 M 中 子 模 ， 并 且 V+ 工 = M 而 NC 
radM， 则 LL=M.。 

证 明 留 给 读者 。 

代数 .4 的 正则 模 的 根 叫 作 代数 A 的 根 。 由 定理 1.1 便 得 ， 
代数 4 的 半 单 性 和 rad.4 = 0 是 等 价 的 。 

定理 1.6 对 于 任意 A- 模 M ,radM =MR， 这 里 R= 
rad4 。 特 别 ， 代 数 的 根 是 双 侧 理想 而 关于 根 的 商 代数 是 半 
单 的 。 

证 ， 取 1 中 的 一 个 国定 元 素 m 而 令 任意 元 素 cE 4 对 应 于 
ma， 这 样 得 到 一 个 同 态 对 应 4 一 M (参看 1 .7.1) 。 依 命题 
1.3， 它 把 根 带 到 根 中 ， 即 mRCradM。 因 此 MRCradM。 

特别 ，4RCR， 即 尽 是 双 便 理想 ， 而 依 定理 1.1， 商 代 
数 4/ 尽 = 也 是 半 单 的 。 


考察 商 模 朵 = M/MR， 此 模 被 根 R 零 化 , 故 可 把 它 看 成 
示 模 ， 依 定理 工 .6.2， 它 是 半 单 模 . 随 之 对 于 任意 非 零 剩余 
类 m=m+ MR 可 得 一 个 同 态 对 应 j:M 一 U，U 是 单 模 ， 使 


得 /Cm) 关 0。 作 三 和 投影 r:M 一 形 的 乘积 ,得 fx:M 一 U, 有 
JrGD) 关 0， 即 姓氏 radaf 。 由 之 得 radMCMR。 定理 证 
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2 
I, 


顺便 指出 ， 实 际 上 我 们 证 明了 ，MR= radMM 是 M 中 使 
商 模 为 半 单 的 一 个 极 小 子 模 。 


推论 1.7 任意 半 单 4- 模 是 半 单 商 代数 4 = 4/rad4 上 


的 模 。 特 别 ， 单 4- 模 的 个 数 等 于 代数 4 的 单 分 量 的 个 数 。 
推论 1,8 ”代数 的 根 是 一 切 极 大 理想 之 交 。 
证 ， 若 /是 代数 4 的 极 大 理想 ， 则 4/7 是 单 代数 ， 因 之 
也 是 半 单 4- 模 ， 故 (4/1) R=0， 即 RCI1 且 1/R 是 商 代数 


帮 = A4/R 的 极 大 理想 (定理 1 .4.7) 。 用 了 表示 代数 4 的 所 
有 极 大 理想 之 交 。 这 样 J 一 R 且 //R 是 代数 本 的 极 大 理想 之 


交 。 但 A 是 半 单 代数 ， 故 J/R= 0 ， 即 = RR。 

推论 1.8 给 出 根 的 对 称 特征 〈 和 “《 左 兴 右 》 概 念 无 关 ,) 
故 由 之 得 左 正则 模 的 根 和 代数 的 根 重合 。 

命题 1.9 ”代数 4 的 根 尺 是 宕 零 理 想 ， 并 且 包 含 一 切 寡 零 
右 理想 。 

证 ， 由 定理 1.6 和 Nakayama 预 理 〈 推 论 1.5) 可 得 ， 如 
果 R 关 0， 则 R*=radR 关 RR， 或 更 一 般 地 ， 车 R"z 0 ， 则 
R"!+!=radR"R"。 但 子 空间 链 RR’ 活 …R"R"+! 坟 
… 必 要 中 断 ， 故 有 个 m 使 R"= 0。 

反 过 来 ， 若 1 是 窜 零 右 理 想 ， 则 (J +R)/R 是 半 单 代数 
A/R 中 的 竹 零 右 理想 。 此 时 依 推论 12.5，(7 + R)/R=0， 
即 1+R=R。 

推论 1.10 ”代数 的 根 是 一 切 强 短 零 元 素 的 集 。 

根 的 一 个 重要 性 质 涉及 下 面 的 概念 。 代 数 4 的 右 〈 左 ) 
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理想 叫 拟 正则 的 ， 如 果 对 任意 元 素 zE7 ，1-z 都 是 可 逆 
思 。 

命题 1.11 根 是 拟 正则 理想 且 包 含 所 有 右 和 左 拟 正 则 理 

证 ， 车 xER, 则 有 一 使 z*=0, 而 此 时 (1 一 2) (1+x+x? 
++z4 1!)=1~-zt=1， 即 1-xz 是 可 道 的 。 反 之 ， 设 / 牛 
尺 ， 这 里 7 是 随便 一 个 右 理想 。 此 时 必 有 一 极 大 右 理想 41， 
7 中 必 。 因 此 1+M = 4。 特别 ，1=zt+m xE€1,， mE€M， 
但 m= 1- xz 不 是 可 逆 元 ， 因 为 m4 关 4。 即 7 不 是 拟 正则 的 。 

这 样 ， 在 有 限 维 代 数 中 寡 零 性 和 拟 正则 性 是 一 致 的 。 

推论 1.12 ”任意 右 〈 左 ) 训 零 理想 〈 指 其 每 一 元 素 都 是 
寡 零 的 ) 含 在 根 中 ， 因 而 是 客 零 的 。 

证 ， 若 /是 右 吝 零 理 想 ， 则 所 有 元 素 1- zCzE7) 都 是 可 
道 的 : 若 zm=0,， 则 (1-z)(I+z+…+znD= 1。 

下 面 我 们 将 常用 到 根 的 另 一 个 特征 ， 

命题 1.13 ”代数 4 的 根 R 是 唯一 的 雍 零 理想 ，44 关于 它 
的 商 代数 是 半 单 的 。 

证 ; 上面 已 证 过 ， 根 是 有 这 样 性 质 的 。 反 过 来 ， 由 代数 
.4/1 是 半 单 的 可 得 1 汪 radA， 而 由 了 是 诺 零 理想 ， 得 
JICradA, 

推论 1.14 设 R=rad4， 则 有 rad(4/1)=(R+1)/1. 

证 ， 由 R 的 知 零 性 得 (R+ 71)/1 的 短 零 性 另 一 方面 
CAID/(CR+ID/DEA/(R+DTCA/P/CR/ICR+IN) .但 
.4/R 是 半音 代数, 故 其 任意 商 代数 也 是 半 单 的 。 即 (CR+ 7)// 
=rad(A/1),。 
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8$2 ” 需 等 元 的 提升 ” 主 模 


根 的 寡 零 性 给 出 研究 非 半 单 代数 的 一 个 有 力 的 方法 ， 模 
根 地 提升 宕 等 元 。 

预 理 2.1 设 7 是 代数 4 的 寡 零 理想 ，v 是 代数 4 中 的 一 
个 元 素 ， 有 u? 三 kxCmody)。 此 时 4 中 必 有 一 个 寡 等 元 e， 有 e 
三 v(mod/), 

证 ; 设 v=u+r 一 24ur， 其 中 r=u? -uw。 这 样 wr=ru,，r? 
E11， 因此 ， Vv 二 uw? +2ur- ur 三 w+r+ 2ur 一 hur 三 
v(mod7*)。 另 外 ， 显 然 有 vv 三 ulmod1)。 对 元 素 v 同样 地 去 
作 ， 我 们 可 得 元 素 v ,使 ?三 vi (mod 7) 且 v1 三 v(mod /12?) 。 
这 样 也 有 v 三 x《mod 1)。 继续 这 一 过 程 。 并 注意 到 理想 / 的 
沽 零 性 ， 我 们 便 得 要 求 的 宪 等 元 e。 

由 预 理 2.1 很 容易 地 得 到 对 于 其 正则 模 为 不 可 分 解 模 的 
代数 的 刻 划 。 

定理 2.2 下 列 条 件 等 价 : 

1) 正则 4- 模 是 不 可 分 解 的 

2) 4/R 是 可 除 代数 (R=rad4) ， 

3) 4 中 有 唯一 极 大 右 理想 ; 

4) 代 数 .4 的 非 可逆 元 组 成 右 理 想 0) 。 

证 ， 1 全 2》 条 件 1) 意 味 着 在 代数 EC =4 中 没 
有 非 显然 客 等 元 〈 推 论 I .7.3) 。 此 时 由 预 理 2.1 知 ， 它 们 

《7) 由 于 条 件 2) 是 对 称 的 ， 故 在 条 件 1)，3) ，4) 中 可 将 所 有 右 神 
和 右 型 想 换 成 左 的 。 
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在 半 单 代数 A4/R 中 也 不 会 出 现 。 这样 ， 显 然 知 4/R 是 可 除 
代数 。 

2)=>4) ”车 4/R 是 可 除 代数 且 元 素 a€ 4 不 在 RR 中 ， 剩 
余 类 ga+ 尺 在 4/ 尺 是 可 首 的 ， 即 存在 元 素 pE 4， 使 得 ab 三 1 
(medR)。 这 时 ， 由 命题 1.11， 元 素 e8 是 可 逆 的 ， 因 而 co 也 是 
可 逆 的 。 因 为 根 中 所 有 元 素 都 不 可 逆 ， 故 R 恰 是 一 切 不 可 逆 
元 的 全 体 ， 这 就 证 明了 4)。 

4) 伪 3) 设 了 是 由 代数 4 中 一 切 非 可 逆 元 组 成 的 理 
想 。 这 时 任意 右 理想 / 4 都 含 在 7 中 ， 因 为 在 /了 中 不 可 能 有 
可 闭 元 ， 故 7 是 唯一 的 极 大 右 理想 。 

3) 守 1) 这 可 由 如 下 的 讨论 而 得 ， 如 果 一 个 模 M 是 
可 分 解 的 ，M = N@L， 其 中 N 王 0，Lz 0， 则 在 M 中 至 
少 有 两 个 极 大 子 模 N'BL 和 N@L'， 这 里 N' 和 元 /顺序 为 
入 和 工 的 极 大 子 模 ,。 

称 满足 定理 2.2 中 条 件 的 代数 为 局 部 的 。 

由 工 .7.4 得 下 面 结果 。 

推论 2.3 (Fitting) ”一 个 模 是 不 可 分 解 的 ， 当 且 仅 当 
其 自 同 态 代数 是 局 部 代数 。 

今 把 所 得 结果 应 用 于 正则 模 的 直 和 项 上 。 同 构 于 正则 模 
的 不 可 分 解 直 和 项 的 模 叫 作 主 不 可 分 解 模 ， 或 简称 为 主 模 。 
换 一 种 说 法 ， 主 4- 模 具有 形状 e4， 其 中 e 是 本 原 赫 等 元 ， 指 
它 没有 形 如 e= e' + e” 的 分 解 ， 其 中 e/，e? 是 非 零 正 交 宕 等 
元 。 依 推论 2.3， 这 等 价 于 代数 忆 4(e4e)~e4e 的 局 部 性 。 

命题 2.4 rad(e4e) = eRe。 害 等 元 e€ 4 是 本 原 的 ， 当 
且 仅 当代 数 了 = A/RCR=rad 有 4) 的 竹 等 元 E=e+R 是 本 原 
的 。 
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证 ， 显 然 ，eRe 是 eAe 的 理想 ， 由 RR 的 罕 零 性 还 知 它 基 
乱 零 的 。 另 一 方面 eAe/eRe~ehe 是 半 单 代数 。 依 
命题 1.13，eRe =rad(eAe)。 这 样 可 由 定理 2.2 得 出 第 二 结 
论 ， 因 为 zs 是 本 原 的 当 且 仅 当 54z 是 可 除 代 数 。 

推论 2.5 主 模 含有 一 个 唯一 的 极 大 子 模 。 

证 ， 若 eA 是 主 模 ， 则 Ee = e+ 下 是 本 原 寡 等 元 ， 而 此 时 ， 
EAedA/eR 是 单 模 ， 因 而 eR 是 eA 的 极 大 子 模 。 但 出 定理 
1.6，eR=rad《eA) 含 于 所 有 极 大 子 模 内 ， 故 它 是 eA 中 唯一 
的 极 大 子 模 。 

命题 2.6 若 1:e4~M 是 4- 模 间 的 一 个 同 态 ， 则 f(e) 
EMe。 若 令 同 态 f 对 应 于 元 素 fle) ， 便 得 向 量 空间 之 间 的 
同 构 对 应 ，Homy (eA,，M) 之 Me。 

证 ，jJ (e) = je:) = Fe)eEMe, 并 且 如 果 f(e) =g(e)， 
则 对 任意 coE 4 有 flea)=fle)a=gle)a=glea)， 即 f=9g， 
而 对 应 Hom4(e4，M) 一 Me 是 单 射 。 另 一 方面 ， 令 a 对 应 
ma， 我 们 得 同 态 对 应 ，A 一 M。 如 果 把 它 限 制 在 e4 上， 便 
得 同 态 对 应 f :eA 一 M， 它 将 e 映 到 me， 即 对 应 Hom4 (eA， 
M) 一 Me 是 满 射 。 

推论 2.7 对 于 任意 同 态 f :eA 一 人 M 和 任意 满 同 态 g: NN 一 
M 必 存在 一 个 同 态 对 应 p:eA 一 N， 使 得 f = gq。 

证 ， 设 Fe) =me 而 n 是 m 在 入 中 的 一 个 原 像 此 时 可 
把 q 取 成 把 e 映 到 ne 的 同 态 对 应 eA 一 。 

推论 2.8 ” 若 模 M 只 有 一 个 极 大 子 模 ， 则 以 必 同 构 于 一 
个 主 模 的 商 寞 。 

证 ， 设 M' 是 M 的 唯一 极 大 子 模 。 此 时 3 = 327R， 而 
M/MR 是 单 模 , 即 有 代数 4= 4/ 尺 的 一 个 本 原 寡 等 元 5, 使 得 
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Uf/MR>EA。 但 依 预 理 2.1 存 在 竺 等 元 e 使 5=e+ 尺 ， 再 依 
命题 2.4，e 是 本 原 寡 等 元 还 有 EA4~e4/eR。 用 7 表 
示 作 到 54 上 的 投射 ，/ 表示 eA 到 z4 上 的 投射 ,由 推论 2.7 
知 ， 必 存在 同 态 p :eA 一 革 ， 使 p=f， 并 且 导 出 同 态 9: 
eAd/eR 一 M/AMR 是 同 构 ， 由 Nakayama 预 理 〈 预 理 1.4) 9 
是 满 同 态 并 用 之 e A/Kery。 

推论 2.9 主 模 eA 和 /4 同 构 ， 当 上 且 仅 当 单 模 E4 和 了 4 
(4=A/R，a=a+t 尺 ) 是 同 构 的 。 

证 : 河 eA/4， 则 EA~eA/eR~fA/fR~>f4 。 反 
之 ， 设 4 之 了 4。 把 此 同 构 对 应 和 射影 e4->E4 连 接 起 来 便 
得 满 问 态 对 应 g:e.4-> 了 4。 由 推论 2.7，9 = xqg， 其 中 gp 是 eA 
一 /4 的 同 态 ， 而 < 是 射影 /4-> 了 4。 由 于 % 导出 同 构 对 应 84 
全 4， 故 它 是 满 射 〈 依 预 理 1.4) 。 类 似 地 可 作出 满 同 态 
y:f AeA. 这 样 py 和 Yqp 都 是 满 同 态 ， 因 而 是 同 构 (因为 eA4 
和 /4 是 有 限 维 空间 ) 。 因 此 ，g 和 yw 也 是 同 构 对 应 。 定 理 证 
元 。 

这 样 ， 在 主 模 和 单 模 之 间 建 立 了 一 个 自然 的 一 一 对 应 。 
附带 说 一 下 ， 类 似 的 结果 对 左 模 也 成 立 。 但 在 半 单 代数 艺 
中 ， 易 见 ，s4= 了 4 当 且 仅 当 A 之 A (这 两 个 的 意义 都 是 
指 5 和 了 是 属于 同一 单 分 量 中 ) 。 因 此 我 们 有 

推论 2.10 主 左 模 4e 和 Af 同 构 ， 当 和 且 仅 当 模 e4 和 /4 
是 同 构 的 。 


$3 投射 模 ”投射 覆盖 
推论 2.7 说 明了 主 模 的 一 个 非常 重要 的 性 质 一 它们 的 
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投射 性 。 

代数 4 上 的 模 P 叫 作 投 射 模 ,如果 对 任意 满 同 态 对 应 
9:M>N 以 及 任 一 同 态 对 应 f:P->N, 必 有 同 态 对 应 
9:P>M， 使 / = gg， 这 时 ， 我 们 说 f 可 提升 到 Pp， 或 者 说 ， 
外 是 f 到 M 上 的 提升 。 

命题 3.1 投射 模 已 和 Q 同 构 ， 当 且 仅 当 半 单 模 互 = 
PP/PR 和 = Q/QR 是 同 构 的 (R= radA) 。 

证 ， 任意 同 构 P 守 Q 当 然 导出 同 徇 了 之 6。 反之， 如 果 P 
兰 &， 则 存在 满 同 态 / 忆 ~ 名 ， 而 它 可 以 提升 到 同 态 p:P->Q 
〈 因 为 忆 是 投射 异 ) ， 并 且 依 Nakayama 预 理 9 是 满 同 态 。 
平行 地 可 得 满 同 态 y:Q 王 P。 这 时 比较 一 下 维 数 便 得 p 和 
是 同 构 对 应 ， 

命题 3.2 一 些 模 的 直 和 是 投射 模 ， 当 且 仅 当 每 一 直 和 
项 是 投射 模 。 

证 任意 一 个 同 态 f:P@Q 一 六 可 唯一 地 由 一 对 同 态 
f1:P> 入 和 f。:Q 习 NN 给 出 ;f(p,9) = f1(p)+f,(9) ,并 且 ， 
设 g: 凡 一 入 是 满 同 态 ， 则 方程 1 = gg 的 解 p:P->M 将 由 方程 
f1= 991 和 f,= g9;: 的 解 p1:P>M 和 9g,:Q 一 NN 给 出 。 这 样 ， 
f 可 以 提升 当 且 仅 当 每 一 个 同 态 对 应 /,，f, 能 够 提升 ， 这 就 
证 明了 命题 。 

自由 模 是 投射 模 的 重要 例子 之 一 。 自 由 模 指 同 构 于 正则 
模 的 直 和 之 模 ， 即 是 具有 形状 n4 的 模 ， 其 中 是 某 个 自然 
数 。 自 由 模 的 元 素 可 以 看 成 是 系数 取 自 4 的 《向 量 》 而 按 坐 
标 进 行 运算 。 数 n 称 作 自 由 模 的 秩 。 

命题 3.3 ”每 一 同 态 f:n4 习 以 均 柯 由 模 守 中 任意 一 个 元 
索 集 {m1，…，mx} 依 等 式 
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ja，…，a) = DP ma (1) 


而 唯一 确定 。 这 样 ，Homs(nA4，M) ~ 。 

证 ， 容 易 验 证 ， 对 任意 给 定 的 m1!，…，m,， 由 等 式 (1) 
所 定义 的 对 应 fi:n4 习 计 是 同 态 , 反之 , 车 1 是 nA4>M 
的 一 个 同 态 ， 设 上 = (0，…，1，…，0) (1 在 第 i 位置 


上 ) ， mi=jdD。 由 于 (0，… aD) = 这 wa， 故 
4 
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7 (ai san) = bp Cu) ai = > mmiat。 命 题 证 完 。 
模 MM 的 子 集 {m1，…，ni} 叫 作 生 成 元 系 ， 如 果 任 意 元 


素 mE M 可 彭 成 形 如 m= > miai， 其 中 qiE 4， 换言之， 这 
就 是 说 由 式 〈1) 所 确定 的 同 态 1 :n4 一 M 是 满 的 。 由 同 态 
定理 便 有 

推论 3.4 若 模 M 有 一 "元 生成 元 系 ， 则 M 同 构 于 ) 秩 自 
由 模 的 商 模 。 

这 里 提 一 下 ， 有 限 维 模 M 永 远 有 有 限 生成 元 系 〈 例 如 ， 
它 的 任意 基 就 是 ) 。 一 切 可 能 的 生成 元 系 所 含 元 素 的 最 小 个 
数 叫 作 M 的 秩 ， 记 作 CM)。 

和 主 模 一 样 ， 自 由 模 也 是 投射 模 ( 依 命题 3.2)。 下 面 定 
理 给 出 自由 模 、 主 模 和 投射 模 之 间 的 联系 。 

定理 3.5 下列 条 件 等 价 ; 

D 模 PP 是 投射 模 ， 
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2) 已 同 构 于 一 些 主 模 的 直 和 9 

3) 呈 同 构 于 自由 模 的 直 和 项 ; 

4) 任 意 满 同 态 /:M 一 PP 的 核 在 由 中 有 补 子 模 ( 此 时 显然 
有 Mx~>P@Ker/) 。 

证 ， 由 命题 3.2 可 得 2) 字 和 3) 祝 1)。 

由 推论 3 .4 得 4 之 3) 。 

TD 人 之) 存在 有 同 态 p:P->M, 使 fp=1， 而 依 命题 
1 .6.2 这 等 价 于 Ker /有 补 子 模 。 

了 之 2) 把 半 单 模 五 =P/PR 分 解 成 单 模 的 直 和 : 
了 =Ul 合 … 旬 VU,， 而 对 每 一 Ui 选取 一 主 模 Pi, 使 得 Pi/ PR 之 


Ui。 令 Q= 允 Pi， 这样 Q 是 投射 模 且 Q/QR~ P/PR. 随 之 


PQ 〈 依 命题 3.1) ， 而 这 就 是 我 们 要 证 的 。 

这 样 看 来 ， 和 主 模 与 单 模 之 间 的 关系 类 似 ， 投 射 模 和 半 
单 模 之 间 也 有 一 个 一 一 对 应 。 

定理 3.6 令 投 射 模 P 对 应 于 半 单 模 P = P/PR, 这 就 确立 
了 投射 模 和 半 单 模 之 间 的 一 一 对 应 关系 。 若 P=P1@@… 旬 P， 
=Q, 申 … 申 Q。 是 投射 模 已 表 成 主 模 直 和 的 两 个 分 解 式 ， 则 
#= Jp 且 适 当 编 号 时 ， 对 所 有 ;有 已 =Qi。 

证 ， 由 于 有 命题 3.1， 故 只 需 验 证 一 下 任意 半 单 模 M 同 
构 于 P/PR， 其 中 忆 是 投射 模 。 为 此 ， 只 需要 M 展 成 单 模 的 
直 和 ，MM=Ul 印 … 儿 Us， 而 令 P=Pi 旬 … 甸 P,， 其 中 避 是 
满足 条 件 忆 is Pi/PR 的 主 模 。 

若是 P1 鲜 … 旬 P,Q 1 名 … 旬 Qn， 其 中 Pi:，Q; 是 主 模 ， 
则 模 根 后 便 得 P,@… 多 PB,~01@B…@0n(P;=Pi/PiR,，0) 
=Qi/QiR)， 并 且 P;，09; 是 单 模 。 由 命题 1 .2.3 知 n=m， 
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且 对 所 有 i (适当 编号 时 ) 有 P; 人 0;。 

由 推论 3.4 知 ， 任 意 模 都 同 构 于 投射 模 的 商 模 。 当 然 ， 
一 个 给 定 模 MM 表 成 投射 模 的 商 模 P/N 时 可 以 有 许多 不 同方 
法 。 但是， 我 们 将 证 明 ， 存 在 一 个 在 某 种 意义 下 极 小 的 这 样 
的 表示 ， 且 它 是 唯一 的 。 

投射 模 已 叫 作 模 对 的 投射 覆盖 并 记 作 PCM)， 如 果 存 在 
一 个 能 导出 同 构 对 应 P/radP 之 M /radM 的 满 同 态 f:P>M， 
显然 这 等 价 于 M。=P/N， 其 中 NWCradP。 

定理 3.7 1) 任 意 模 4 都 有 在 同 构 下 唯一 的 一 个 投射 履 

2)PCM 思 ~PGOH)， 其 中 开 =MjradM。 

3) 若 9 是 投射 模 Q 到 模 M 上 的 满 同 态 ， 则 QP 多 P,， 
其 中 Pi 之 PCM)， 局 限 在 P, 上 的 9 是 满 的 ， 而 P:GKerg。 
除 此 之 外 ， 还 可 选取 同 构 对 应 PCM) ~P,， 使 得 它 和 满 同 态 
9 接续 起 来 怡 是 固定 的 满 同 态 f:P(M)->M， 

证 ， 依 定理 3.6， 有 一 投射 模 呈 使 肛 之 P/radP, 此 时 
可 把 满 同 态 提升 到 同 态 f:P->M， 并 且 依 Nakayama 预 理 / 
是 满 的 ， 即 得 忆 是 M 的 投射 覆盖 ， 这 就 证 明了 1) 和 2) 《唯一 
性 由 命题 3.1 即 得 ) 。 

今 设 Q 蚌 任意 一 个 投射 模 ， 而 g:Q 一 M 是 满 同 态 。 我 们 
可 把 9 提升 到 同 态 op:Q->P， 并 有 fp = g。 此 时 导出 对 应 7: 
Q/radQ 一 P/radP 是 满 同 态 , 再 由 Nakayama 预 理 "也 是 满 同 
态 。 依 定理 3.5， Q=Pi@Kerg, 其 中 PP 之 P。 但 P,= Kerg 
CKerg， 这 就 证 得 结论 3)。 

推论 3.8 PC(M@N)=P(M)@BPCN), 

证 明 是 显然 的 。 
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推论 3.9") 设 R=radA4， 有 A=A/R，1=El+…+er 是 
代数 4 的 单位 元 的 分 解 式 ， 此 时 必 存 在 代数 4 的 单位 元 的 分 
解 式 1 =e,+… +cen， 使 得 ;= ei+ 玉 。 

证 ， 显然 4=P(4)。 另 一 方面 如果 Ui=6;4, 而 Pi 
=P(DV;) ， 则 P(4) 之 Pi1 佑 … 估 Ps， 随 之 ，A 守 PIB … 昌 
P.， 并 且 可 选择 此 同 构 对 应 ， 使 之 把 它 和 自然 满 同 态 P 1 名 
… 旬 PP,->U 1 名 … BU, = 4 连接 起 来 时 恰 是 投射 +: A 一 4, 设 
1=e1+*…+en 是 代数 4 的 单位 元 的 一 个 分 解 ， 它 是 相应 于 正 
则 模 4 的 分 解 式 4 之 Pi 人 @…@P, 的 ， 这 时 eiA/ei:R=E,4， 这 
就 是 说 等 等 元 ei+ 尺 的 全 体 给 出 单位 元 的 一 个 分 解 式 ， 它 相应 
于 分 解 式 了 4= 2，4 合 … 多 en4。 由 于 在 单位 元 的 分 解 和 模 的 
分 解 之 间 有 一 一 对 应 关系 〈 定 理工 .7.2) , 故 e:+R=6i, 这 
正 是 我 们 要 证 的 。 

在 本 节 最 后 ， 我 们 应 用 所 得 结果 去 研究 一 类 代数 。 

代数 4 叫 作 准 素 的 ， 如 果 4/rad4 是 单 代数 。 

定理 3.10 下列 条 件 等 价 ， 


* ) 利 用 下 面 命题 可 得 此 推论 的 一 个 直接 而 简单 的 证 明 。 

命题 设 R=radA， 而 4= A/R, 设 4 中 任 一 知 等 元 可 模 R 提升 
( 预 理 2.1 说 这 是 成 立 的 ) ， 则 对 4 中 任意 有 限 个 正 交 寡 等 元 el，…， 
C1， 必 存在 4 中 正 交 竹 等 元 f1，…，fi， 使 得 矿 = ep i= 2 …， kk。 

证 ， 对 k 作 归纳 法 。 设 已 有 A 中 正 交 短 等 元 fi ，…，fi_1 使 得 记 = 
Gi 设 =f1+…+fi.t， 则 f 是 宏 等 元 且 f zi=61 六 = 0。 依 假设 存 
在 笑 等 元 ge 4 使 得 g= et. 此 时 易 见 有 gfc 及 ， 因 谭 1- gf 是 可 逆 
元 . 令 fi= (1 -有 (1-gf) 1g(1--f)， 直 接 验 证 可 知 三 ，…，f 
fi 即 为 所 求 者 。 命 题 证 完 。 
一 译 者 注 
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1) 代数 4 是 准 素 的 ? 

2 4 只 有 一 个 极 大 理想 ; 

3) 代 数 4 的 任意 真理 想 都 是 寡 零 的 8 

4 代数 4 只 有 一 个 单 模 ; 

5) 代数 4 只 有 一 个 主 模 ， 

6) 4 MB)， 其 中 了 3 是 局 部 代数 。 

证 ， 按 格式 3) 之 2) 之 1D) 之 4) 全 5) 之 6) 之 1) 之 3) 法 
证 。 

3) 之 2) 阁 所 有 真理 想 都 是 罕 零 的 ， 则 它们 都 含 在 RR 
=rad.4 中 (命题 1.9), 故 R 是 唯一 的 圾 大 理想 、 

2) 之 1) 可 由 推论 1.8 得 出 ， 由 推论 1.7 得 1) 之 人 。 
由 推论 2.9 得 4) 之 5) 。 

5) 全 6) 设 忆 是 4 的 唯一 主 模 ， 则 正则 模 4 同 构 于 nnP， 
由 之 4 之 E4C(4) 之 M,(B)， 其 中 B= EE4(P) 是 局 部 代数 《 依 
推论 2.3) 。 

6) 字 1D) 设 4=M,(B), 今 证 radA4=M.(J), 其 中 J 
= rad 有 。 这 是 因为 M,(J) 是 4 的 罕 零 理想 且 由 于 有 /了 是 可 除 
代数 ， 还 知 4/Mf,(CJ) 之 M,(B/ 站 是 单 代数 ,因此 ，Mn(J) 是 
rad4 〈 依 命题 1.13) 而 4 是 准 素 的 。 

了 DD 之 3) 车 I 是 代数 和 4 的 一 个 理想 则 (J +R)/R 是 
单 代数 4/R 的 理想 ， 由 之 或 者 (1 + R)/R= 0 ， 即 是 /CR， 
或 者 (1 + R)/R= A4/R， 即 是 1+R= 4， 再 由 Nakayama 预 
理 知 7 = 4。 这 样 ， 若 7# 4， 则 7CR， 因 而 7 是 者 零 的 。 

想 指 出 的 是 ， 在 我 们 证 明 6) 之 1) 时 ， 实 际 上 也 顺便 得 
到 了 下 面 的 

命题 3.11 radM,(B) = MGradB)。 
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84 天 rull-LLIwrzranr 定 理 


由 定理 3.6 作为 推论 ， 可 得 正则 模 表 成 不 可 分 解 模 的 直 
和 的 唯一 性 。 在 本 节 中 ， 利 用 第 一 章 87 中 结果 将 把 此 结果 推 
广 到 任意 模 上 去 。 首 先 把 它 用 寡 等 元 语言 表达 出 来 。 

定理 4.1 设 1=e:+…+e= 广 +…+jm 是 代数 4 的 单 
位 元 的 两 个 分 解 式 , 并 且 e 和 方 都 是 本 原 的 。 此 时 必 有 mn= my 
且 在 代数 4 中 有 可 北 元 素 a， 使 得 在 适当 编号 后 ， 对 所 有 的 i 
有 fi=aeia™!'。 

证 ， 4=e'A 铝 …@erA4=f14 合 … 田 fmA 是 正则 模 .4 表 
成 主 模 直 和 的 两 个 分 解 式 .， 依 定理 3.6，n=w 且 对 所 有 i ( 适 
当 编 号 时 ) e;A 守 fi4。 但 同 构 对 应 e;A4 仿 fi4 可 由 某 个 元 素 
qai€ fiAei; 实 现 ， 且 有 fiai= aiei= a;。 设 a=al+*… +arn， 此 时 
对 所 有 的 ?有 ae; = aie; = a; 和 fia= fia; = ai。 今 证 a 是 可 逆 的 。 
为 此 我 们 选取 元 素 6;€ eiAfi, 它 所 实现 的 同 构 对 应 fiA 人 SeiA 
与 @; 所 实现 的 同 构 对 应 互 逆 ， 并 令 b=b, + 由 于 ab = 


fi， 而 eib=b;=bf;， 故 有 ab= Sob- Sh 


a"!。 因 而 ， 由 等 式 oe; = fio 得 fi =aeia i 定理 证 完 。 

现在 欲 证 分 解 的 唯一 性 ， 只 要 对 自 同 态 代数 应 用 一 下 定 
理 4.1 就 够 了 。 

定理 4.2 (Kruli- 山 mnaT) 若 M=M@®B:…@M,=N@® 
… 申 是 模 邓 表 成 不 可 分 解 模 的 直 和 之 两 个 分 解 式 ， 则 "= 
m 有 具 适 当 编 号 时 对 所 有 的 i 有 Mi 二 Ni。 

证 ， 依 定理 1 .7.2， 模 好 的 这 两 个 表 成 不 可 分 解 模 之 
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直 和 的 分 解 式 对 应 着 代数 EE = E4CM) 的 单位 元 的 分 解 式 ， 

1=eli+…+en= 厂 十 … 二 jn 此 处 e: 和 fi 是 本 原 寡 等 元 ， 且 
有 Mi=eM 和 Ni= fiM。 依 定理 4.1，n=m 且 适当 编号 时 有 
fi=aeia-!， 其 中 a 是 代数 到 的 可 逆 元 ， 也 就 是 模 M 的 自 同 
构 。 令 qi 为 a 在 训 ;: 上 的 局 限 。 由 于 ae;= fia， 故 aei(m) E fiM 
= Ni， 即 是 w 把 Mi; 映 入 Ni。 因 为 "是 单 射 ， 故 a; 也 是 单 射 。 

另 一 方面 ，a 是 满 同 态 ， 因 此 六 ; 中 任意 元 素 y 具有 形状 y = 
a(zx)。 所 以 这 样 就 有 y= fi(y) = fia(7x) = aei(z) 以 及 ei(Cz) 
EMi， 即 a; 是 以 ;到 NN; 上 的 满 同 态 ， 因 而 是 同 构 。 定 理 证 


之 
IT 


85 自 同 态 代数 的 根 


今 应 用 所 得 结果 去 阐明 在 Peirce 分 解 中 根 的 状况 。 

预 理 5.1 设 /M-~ 六 是 不 可 分 解 4- 模 之 间 的 同 态 ， 则 
或 者 /是 同 构 ,或 者 对 任意 同 态 g: N 一 M,， 有 fg€radE4(N) 
和 gf EradE,(M)., 

证 设 gE€ Homu(N,M) 但 gf Eraq4C(N)。 此 时 由 于 
EACN) 是 局 部 代数 (推论 2.3) ， 故 fg 是 可 逆 元 ， 即 是 入 
的 自 同 构 ， 因 而 f 是 满 同 态 。 令 yg=(f9)"*， 则 (99)=1， 
而 由 命题 1 .6.2， 有 MN@Kerf。 再 由 M 的 不 可 分 解 性 
知 Kerf = 0， 即 f 是 单 同 态 ， 总 起 来 便 知 f 是 同 构 。 类 似 地 
可 得 ， 若 gj KradE4A(M)， 则 f 是 同 构 。 

定理 5.2 设 M=M,@@… 甸 M,， 其 中 MM;>nN;， 模 N; 
都 是 不 可 分 解 的 ， 且 当 i j 时 NN;。 令 Eij=Homa(M;, 
Mi)， 并 设 代数 妃 = EE4(M) 的 双 侧 Peirce 分 解 为 
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| | 
El Es LE, Es | 
E» Ea a 
这 时 代数 的 根 R 具 有 形状 
/Ri E,, ee En\ 
R= Bs: Rss Es (1) 


(Ey Es ~ RR, 


其 中 Ri = radEi;。 换 言 之 ， 如 果 1=e1+…+es 是 代数 玉 的 
单位 元 的 相应 分 解 ， 则 eiRei;=eiBei，iz#j 以 及 eiRe;= 
radeiEe;, 

证 ， 按照 第 -- 章 $7， 元 素 ii 可 以 看 作 是 系数 取 自 Hii = 
Hom4CVi VD 的 证 xi 矩阵 。 因 此 ，Ri=MmCRD)， 其 中 
及 =rad 忆 4(Ni) (参看 命题 3.11) ,而 由 预 理 5.1 得 ， 当 i 大 
j 时 ， 有 EiEiCRi 因 此， 由 式 (1) 所 定义 的 集 R 是 EE 的 理 
想 ， 并 且 E/RE 11/RiX… xXx,/R, 是 半 单 代数 ， 因 而 
ROradE. 

另 一 方面 ， 考 虑 右 理想 〈R 的 第 i 行 ) 

0 0 1% 0 + 0 


今 证 它 的 蜂 零 性 。 事实 上 
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| se 
| 
\ 0 0 0 / 
一 般 地 ， 有 
{ 0 0 | 
1 REE « RI! ee RE 


且 有 4 使 RI = 0 这 说 明 ，117 0 因此， iCradE 。 
故 尺 =1+…+71Crad 已 ， 这 就 证 明了 定理。 

把 定理 5.2 应 用 到 代数 4 之 4(A4) 上 ， 便 得 

定理 5.3 设 1=e1+…+e: 是 代数 4 的 单位 元 的 一 个 分 
解 ， 并 且 宕 等 元 = ei+ 及 属于 商 代数 了 = 4/R 的 中 心 ， 这 里 
尽 =rad4。 这 时 ， 当 ij 时 有 eiRe;=eiAe; 以 及 eiRe;= 
radCeidei) 。 

证 ， 由 于 BE 是 中 心 短 等 元 ， 故 4- 模 6:4 和 B14 izj ， 
没有 同 构 的 单 直 和 项 。 这 样 ， 依 推论 2.9， 在 e: 4 和 ei4 中 没 
有 同 构 的 主 直 和 项 再 由 定理 5.2 得 ,ei4ei= Hom4(eid,ei4) 
Crad4。 依 命题 2.4 rad(eiAei) = e;Re;， 由 之 即 得 定理 的 结 
论 。 

现在 我 们 引入 一 类 代数 ， 它 在 有 限 维 代数 的 理论 中 起 着 
重要 的 作用 。 

定理 5.4 下 列 条 件 等 价 ; 

1) 商 代数 4 = 4/R 同 构 于 可 除 代数 的 直 积 ， 此 处 R= 
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radA; 

2) 若 4= 已 ,由 … 由 忆 是 正则 模 4 玫 成 主 模 直 和 的 一 个 
分 解 ， 则 已 兴 己 ，1# 方 

3 ) 存在 有 代数 B 和 B- 模 M， 使 得 A 之 Es(M) 且 M = 
MB…@M;, 其 中 MM; 是 不 可 分 解 模 且 M; 关 MM ; 当 i 卫 j 时 。 

证 ，1) 之 2) 车 4 之 Dix…xDs, 其 中 DD; 是 可 除 代数 ， 
则 依 推论 3.9，4、 己 :四 … 四 Ps， 并 且 PV/PR=U， 此 处 局 
是 单刀 - 模 。 这 样 已 是 主 模 ， 又 因为 当 ;7 时 局 关 Di， 故 还 有 
已 尖 忆 ， 当 ;ij 时 。 

2) 汪 3) ”可 由 定理 1 .7.1 得 出 ,为 此 内需 令 8=A， 而 把 
MM 取 作 正则 4- 模 。 

3) 之 1) 可 直接 由 定理 5.2 得 到 。 

满足 定理 5.4 中 条 件 的 代数 叫 作 简约 代数 。 

设 4 是 任意 代数 ，4 守 niP1 旬 … 名 mn,Ps 是 正则 A- 模 表 成 
主 模 直 和 的 分 解 ， 且 当 i*j 时 Pi 尖 Pi,。 令 P=P,@…@@Ps， 
B=E4P)， 此 时 B 是 简约 代数 ， 称 之 为 代数 4 的 基 代 数 , 设 
1 =ei+…+e: 是 代数 也 的 单位 元 的 分 解 ， 它 相应 于 模 书 的 
上 述 分 解 ， 则 我 们 将 称 ， 主 8- 模 Q; = ei:8 相 应 于 主 A- 模 PP;， 
而 投射 8- 模 Q=k1Q1 田 … 田 hk,Qs 相应 于 投射 4- 模 P=k,P， 
BD'…BhPs, 

预 理 5.5 车 B 是 代数 4 的 基 代 数 ，Q,, Q: 是 投射 6- 模 ， 
它们 相应 于 投射 4- 模 P,，P,， 则 Homs(Qi,Q:) 之 
Homs(P'i, P,). 

证 ， 利 用 第 一 章 $ 7 中 引入 的 自 同 态 的 矩阵 记 法 ， 证 明 
可 归结 为 去 验证 同 构 Homas(Qi,QiD) 人 五 ons(CPh Pi)， 其 中 
Q; 是 主 8- 模 ,它们 相应 于 主 4- 模 P;。 但 是 无 论 是 Homs(Q;， 
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Qi 还 是 Hom4(CPi,, Pi) 都 等 同 于 e:Be;， 这 就 证 明了 本 预 理 。 
定理 5.6 ”下列 条 件 等 价 : 

1) 代数 4, 和 4, 的 基 代 数 彼此 同 构 ， 

2) 4:~ 上 已 4CP)， 其 中 书 是 投射 4- 模 ， 并 且 所 有 主 
4,- 模 都 作为 直 和 项 出 现在 P 中 ， 

人 六 A,~E(P)BASE,P,), 其 中 己 直 投射 
Ai- 模 (i =1,2)。 

证 1) 地 2) 设 B8 是 代数 41, 4, 的 共同 基 代 数 ，Q 是 投 
射 8- 模 ， 相 应 于 正则 4,- 模 ， PP 是 投射 4,- 模 , 相应 于 Q。 这 
时 所 有 主 8- 模 作为 直 和 项 都 在 Q 中 出 现 。 这 意味 着 所 有 主 
用 ,- 模 在 P 中 出 现 而 依 预 理 5.5 有 AA, 之 Es(A:) 守 Es(Q) 
Es(P), 

应 指出 的 是 ， 由 于 条 件 1 ) 是 对 称 的 ， 我 们 在 上 面 同 时 
也 就 证 明了 1) 之 3)。 

2) 字 1) 设 已 =R 忆 四 … 息 久 P,， 其 中 已 ，…, 忆 ,是 所 有 
彼此 不 同 构 的 主 41- 模 ，A, = 已 6CP)。 由 定理 5.2 得 

As/rad A, Ms (D) x x MDs), t 
其 中 Di 守 Bi/radBi 而 Bi= 4.(Pi)。 因此 4, 有 s 个 单 模 ， 这 
说 明 ， 它 也 有 s 个 主 模 P,'…,P, (推论 2.9) ， 并 且 和 在 预 
理 5.5 中 一 样 ， 易 证 Hom (CPPi)=Hom4(CPi Pi))。 这 
样 便 有 EE4.《P1' 鲜 … 鲍 Ps) 五 (已 外 … 昌 Pr)， 而 这 正 
是 要 证 的 。 

3)=S2) 车 4; 之 E41(P1), 其 中 P=k1Q1 甸 … 旬 hk,Qs， 
而 Q; 是 彼此 不 同 构 的 主 4,- 模 , 则 由 定理 5.2 得 ，A, 有 s 个 单 
模 ， 因 而 也 有 s 个 主 模 。 同样 地 , 若 4 天 4CP:)， 其 中 
卫 ;，=mi1Q1' 鲜 … 人 @mQ:'， 而 Q;' 是 彼此 不 同 构 的 主 4,- 模 ， 
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则 41 有 i 个 主 模 。 由 之 得 st 和 1<s, 即 5=t 并 且 Q1,…, Qs 是 
所 有 的 主 4,- 模 。 

满足 定理 5.6 中 条 件 的 代数 A A 称 作 是 同型 代数 。 
然 ， 对 于 半 单 代数 言 ， 这 个 概念 和 曾 在 第 二 章 8 si 
是 一 致 的 。 

推论 5.7 任 一 代数 4 必 同 构 于 一 个 简约 代数 了 B 上 投射 
模 P 的 自 同 态 代数 ， 代 数 B (在 闻 构 意义 下 ) 唯一 确定 并 同 
构 于 代数 4 的 基 代 数 *。 

值得 提 -- 下 的 是 ， 一 般 言 ， 模 已 不 是 唯一 确定 的 〈 参 看 
本 章 习 题 16)。 


§ 6 代数 的 格式 


上 面 记 得 结果 指出 研究 非 半 单 代数 结构 的 一 个 路 子 ， 注 
意 到 推论 5.7， 此 时 我 们 可 只 考虑 简约 代数 。 

设 P,,…,Ps 是 代数 4 上 所 有 彼此 不 同 构 的 主 模 〈 依 命 
题 2.9， 它 们 的 总 数 等 于 代数 4 = 4/R 的 单 分 量 的 个 数 ， 这 
里 R=radA) 。 今 Ri=PiR，V;= Ri/Ri:R。V; 是 半 单 模 ， 


故 有 也 = 电 iD 其 中 Di = Pj/ 及 都 是 单 模 (出 于 定理 3.7， 


这 等 价 于 同 构 对 应 (RR;) ~ 1+ :Pi)。 对 应 每 一 模 P; 在 平面 


上 标 上 一 个 点 ， 缀 以 号 码 i， 并 由 点 i 到 点 j 连 接 tij 条 射线 ， 这 
些 点 和 射线 的 总 体 叫 作 代数 A 的 格式 并 记 作 SC4)。 


* ”代数 B 不 是 唯一 的 。 例 如 取 A=K，K 是 域 ， 则 A 是 简约 代数 A = 
上 a(A), 义 令 D= 开 xK, 它 也 是 简约 代数 ,A 之 Es(A). 一 一 译 者 注 
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考虑 左 模 时 可 以 类 似 地 去 定义 代数 的 左 格式 S(A)， 

顺便 指出 ， 同 型 代数 具有 相同 的 格式 ， 此 外 因为 大 = 
PiR/PiR*， 故 代数 4 和 A/R? 的 格式 相同 。 

例 1 若 代数 4 是 半 单 的 ， 则 Ri= 0 ， 此 时 SC4) 就 是 一 
些 点 的 集合 而 没有 任何 射线 。 

2 。 设 4=7T,(K) 是 一 切 n 阶 三 角 和 矩阵 组 成 的 代数 。 和 矩阵 
单位 ei; 是 它 的 本 原 害 等 元 ， 而 1 =e11 +… +em 是 单位 元 的 
分 解 ， 易 见 [ei; A:K] =n-i+ 1， 故 P;= eiiA 是 互 不 同 构 的 
主 4- 模 。 由 定理 5.3 直 接 可 得 

Ri=ei(ir) K+ +enKPi,s 
因此 SC4) 具 有 形状 


CO 0 


1 2 3 : n 


3 。Jordan 代 数 J,(K) 是 局 部 代数 ， 而 它 的 根 是 循环 的 
《请 去 验证 它 ) 。 因 此 ， 正 则 模 是 它 的 唯一 的 主 模 ， 而 它 是 
其 根 的 投射 复 盖 。 故 代数 J.(K) 的 格式 为 


人 


一 般 地 ， 我 们 将 称 由 一 些 点 以 及 其 间 连 接 的 一 些 射线 组 
成 的 任意 有 限 集 叫 作 格式 9?。 通 常 我 们 将 用 数码 1, 2, …s 来 
表示 点 。 这 时 格式 S 可 由 其 连接 和 矩阵 
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fi Eig t4s] 
fz tp» a 


[SJ 


Li ta … bs) 


来 确定 ， 这 里 三 是 由 ;点 到 /点 的 射线 个 数 。 如 果 格 式 S 的 射 
线 o 是 连接 点 i 和 点 1 的 ， 就 称 i 是 起 点 ， 而 了 7 是 终点 ,并 记 
作 ，o: 1; 一) 。 

两 个 格式 9 和 了 叫 作 同 构 的 ， 如 果 在 它们 的 点 和 射线 之 
间 可 建立 一 个 一 一 对 应 ， 使 得 相对 应 的 射线 的 起 点 和 终点 也 
是 互相 对 应 着 的 。 不 难 确信 ，S<T (9 和 7 同 构 ) 当 且 仅 当 
可 把 连接 和 矩阵 [SJ 和 [TJ] 中 之 一 经 过 一 系列 同时 交换 相同 序 
数 的 行 和 列 而 得 到 另 一 个 。 特 别 是 代数 的 格式 在 同 构 意义 下 
唯一 确定 。 

格式 S 的 路 指 的 是 射线 的 一 个 有 序 集 {01,…,o04}， 这 里 
射线 ai 的 终点 要 和 射线 Ci+1 的 始点 相同 (=1，…R-1)。 射 
线 的 个 数 k 称 作 路 长 。 射 线 ol 的 始点 叫 作 路 的 始点 ， 而 射线 
ov 的 终点 叫 作 路 的 终点 。 将 说 此 路 连结 点 ?和 点 7 并 记 作 
O10Ok:i->j, 

下 面 认 定 代数 4 是 简约 的 。 此 时 有 4 之 Dx … x Ds, 这 
里 D;= 已 4(Ui)， 而 灰 可 看 成 是 正则 刀 - 模 。 设 1 = e+，…+ 
e: 是 使 4 之 DD 的 ,代数 4 的 单位 元 的 分 解 式 ,1 = el + … +e， 
是 代数 4 的 单位 元 的 相应 分 解 式 (参看 推论 3.9) . 这 时 P; = 
el R;=eiR, 而 Vi;=eiV, 其 中 = R/R?. 令 Vi;=eVejVi 
是 右 D;- 模 ， 并 且 Vij 守 ti;Uj。 因 此 pop;(Vi) =tij。 选 定 太 ; 的 
一 个 由 三 个 元 素 组 成 的 生成 元 系 ， 并 把 这 些 生 成 元 看 成 是 格 
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式 $(4) 的 ， 由 i 进入 j 的 射线 (也 是 二 个 ) 。 设 vo 是 对 应 着 射 
线 9，i->i 的 生成 元 ， 而 ro 是 它 在 Ri; = ei;Re; 中 的 一 个 原 像 。 
所 有 这 样 元 素 (对 格式 S 的 所 有 射线 ) 的 全 体 {vo} 组 成 模 六 
的 一 个 生成 元 系 , 依 Nakayama 预 理 〈 推 论 1.5) {ro} 是 R( 作 
为 有 理想 ) 的 生成 元 系 。 这 里 顺便 指出 ， 若 是 c: i->j， 则 
eio= roef=ro， 若 是 射线 a 的 终点 异 于 射线 z 的 始点 ， 则 rerx 
=0。 

预 理 6.1 若 格式 9(-4) 中 不 存在 由 点 ;进入 点 7 的 路 (六 
让 ， 则 Hom4CPi PD = 0 。 若 代数 4 是 简约 的 ， 则 任意 元 
素 rE 有 可 表 成 形式 

r= > Toro rorQolo' :ory 

其 中 己 是 对 一 切 路 010，…oi:i->j 去 求 和 ， 而 ao402*…on€ Ais 
=eiAe,, 

证 ， 由 预 理 5.5 可 认定 代数 4 是 简约 代数 ， 而 这 时 依 定 
理 5.3Hom4CP5 PiD)=ei4ei= Ri;( 当 i 天 j。 因 此 只 和 需 证 明 第 
二 个 结论 ,上 面 刚 作 过 的 讨论 说 明 , 如 果 rE Ris， 则 7 三 三 roao 
(modR*)， 其 中 ao€ Ai;， 而 是 对 所 有 射线 o:i->j 求 和 。 此 
时 元 素 r’ =r 一 二 roao 属 于 eiR*ej;,。 但 R= > Rii， 由 之 得 


i 


eiR’?e;= > RiRtj， 羡 即 ” = > ziyb 其 中 reERie， yx 
k 


3 
ERi;。 又 有 zw 三 > rrar(modR?)， 其 中 ti->h，a:€ A4 而 
ar 三 > roarp《modR*)， 其 中 p:kh->j，arw€ Ai;。 因 此 +r/ 


三 己 rirpar《(modR?)， 这 里 rp :i->j。 继 续 这 一 进程 并 注意 
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到 根 的 宕 零 性 ， 我 们 就 得 到 关于 的 欲求 表达 式 。 附 带 提 一 
下 ， 即 使 有 由 i 进入 /的 路 ， 也 有 可 能 Homy《Pi, Pi;)= 0。 

格式 S 叫 作 连 通 的 ， 如 果 它 不 能 被 分 成 两 个 不 空 的 互 不 
交 的 子 集 ， 且 在 它们 之 间 没 有 射线 连接 。 

定理 6.2 ”代数 4 不 能 分 解 成 直 积 当 且 仅 当 格式 SC4) 是 
连通 的 。 

证 , 设 格 式 S=S(.4) 是 不 连通 的 ,，S=SiUS,, 且 
SifS,=8, S18, 今天 名 以 及 在 S1 和 5S, 的 点 之 间 设 有 
射线 连接 。 此 时 依 预 理 6.1, 如 果 i ES1,j€5,， 必 Hom4(CPi， 
PD=0，HomsCP，PD = 0 . 依 推 论 I .7.9 代 数 4 可 分 解 。 
反之 ,如 果 代数 4 可 分 解 , 4= 4: x 4*， 则 对 于 任意 主 4,- 模 
P 和 任意 主 4;- 模 Pj; 必 有 Homa(Pi,P;)= 0 和 Hom4(CP) 
Pi) = 0 ， 因 而 点 i 和 j 不 相连 接 ， 故 格式 SCA) 是 不 连通 的 。 

推论 6.3 代数 4 和 代数 4/R? 或 者 都 可 分 解 或 者 都 不 可 
分 解 。 

除了 格式 S(4)， 代 数 4 还 有 一 系列 重要 的 不 变量 。 这 
里 指 的 首先 是 可 除 代 数 D;= E44D;) 以 及 已 出 现在 正则 模 分 
解 中 的 重 数 ni;。 对 于 简约 代数 n: = 1 ， 但 可 除 代数 D; 可 以 是 
任意 的 。 如 果 域 K 是 代数 闭 域 ， 情 况 就 大 大 简化 了 ， 所 有 D; 
都 等 于 基本 域 K。 

域 K 上 代数 4 叫 作 可 昼 的 ， 如 果 4/R、 Mn,(K) x… x 
Mn《K)。 在 代数 闭 域 上 所 有 代数 都 是 可 和 裂 的 。 

对 于 可 裂 代数 预 理 6.1 可 以 加 强 一 些 。 

预 理 6.4 设 4 是 简约 可 裂 代 数 。 此 时 任意 元 素 rE Rij 可 
以 表 成 形式 r= 开 rotrcj…rokcoicj…ot， 其 中 cr eeEK， 而 
对 所 有 路 cc:…cu:i~>7 求 和 (提醒 一 下 ， 这 里 i=j 蚌 可 


85 


能 的 ) 。 

证 ， 只 要 注意 到 ， 在 这 种 情形 ， 我 们 有 -也 /Ri = 天 ， 即 
是 代数 4; 的 任意 元 素 可 表 成 形式 c+ zy 其 中 cE K，z€ Rii， 
逐 字 重 复 预 理 6.1 的 证 明 即 得 。 

我 们 称 始 点 终 点 相同 的 路 为 围 。 

推论 6.5 ” 若 在 简约 可 裂 代 数 4 的 格式 中 没有 图， 则 对 
任意 主 A- 模 P 有 EA(P)=K。 

预 理 6.4 使 得 我 们 可 以 依 任意 一 个 格式 S 来 构造 一 个 K- 
代数 KK(S)， 一 般 音 是 无 限 维 的 ， 使 得 具有 给 定格 式 的 任意 
简约 可 黎 代 数 都 是 它 的 一 个 商 代数 。 

向 量 空间 K(5) 的 基 是 由 格式 S 的 所 有 可 能 的 路 以 及 符 
号 组 {ei} (对 每 一 点 i 取 一 一 个 ) 组 成 。 这 样 ,K(S) 的 每 一 元 素 


均 可 唯一 写 让 开交 cet+ > co oalat( 第 二 个 是 按 


格式 5 的 所 有 路 取 和 )， 并 让 i 天 ，co1…ohE€ 尺 。 我 们 可 把 符 
号 ei 看 成 是 以 点 ;为 始点 和 终点 ， 路 长 为 零 的 路 。 
现在 来 规定 乘法 ， 如 果 路 c 的 终点 和 的 始点 相同 ， 就 规 
定 路 cr，/ 之 乘积 为 路 cp, 不 然 的 话 ， 就 规定 它们 的 乘积 为 0 。 
换言之 ， 
gaotri ri， 如果 at 的 终点 与 


(G41) (TT) = \ ri 的 始点 相同 。 
0， 其 他 情形 ， 
ai…ae， 如果; 是 ac 的 始点 ， 
ceoivou={ 
0， 其 他 情形 ， 
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oa 如果; 是 四 的 终点 ， 


0 其 他 情形 ; 
rs， 当 i=j， 
BiBi 二 
0 ， 当 ; 关 7。 

可 将 此 定义 《 按 分 配 律 》 延 扩 到 整个 空间 KCS) 上 ， 即 
( > co) 人 > ep) > cc's ap), 

a 有 aa. 
其 中 a，p 是 格式 S 的 路 ， 而 c。，c's 是 域 K 的 元 素 。 直 接 验证 
易 知 ， 这 使 KC(S) 成 为 域 K 上 的 一 个 代数 , 它 有 单位 元 1 = 
€1t "+e 

令 / 表 示 代 数 KC(S) 中 下 列 元 素 的 全 体 ， 它们 的 表达 式 
中 对 于 所 有 ; 言 ，si 的 系数 都 是 零 。 显 然 ，J 是 K(S) 的 理想 。 
理想 1CK(S) 叫 作 规则 理想 ， 如 果 对 某 个 rz 2 有 产 二 17 宇 
J"。 

定理 6.6 对 于 任意 规则 理想 TCKCS)， 商 代数 KCS)/I 
是 具有 格式 S 的 可 有 裂 简约 代数 。 反 之 ， 任 意 具 有 格式 S 的 可 
裂 简约 代数 同 构 于 代数 KCS) 关 于 某 一 规则 理想 1 的 商 代数 。 

证 ， 设 4,=KCS)/J"'!(n 之 1)。 代 数 4, 的 基 由 剩余 类 
a=a+J"t! 组 成 ， 其 中 a 是 格式 S 的 路 长 不 大 于 的 任意 路 。 
J=J/J"*! 是 4, 的 短 零 理想 ， 并且 4,/J 之 KCS)/JT>K' (此 
代数 的 基 由 剩余 类 a; = s + j 组 成 ， 且 有 eie; = 6;;) 。 依 命题 
1.13， 了 = rad4,。 这 样 ，4, 是 简约 可 裂 代数 ， 并 且 4,/7? 
之 A1， 即 SC(4,) =SCA41)。 但 在 代数 4, 中 e; 了 8 是 K 上 向 量 
空间 ， 以 {0} 为 基 ， 此 处 o 是 由 i 入 i 的 射线 。 因 此 ， 
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若 [S] = (fo) 是 格式 S 的 连接 矩阵 ， 则 5 了 Js 三 Di 
其 中 Ui=esA1/s; 了， 以 及 S(A1) =S。 由 之 全 得 定理 的 第 
一 个 结论 (注意 到 推论 1.14) 。 

今 令 4 是 具有 格式 5 的 一 个 任意 简约 可 和 裂 代 数 ，1 = ei+ 
…+es 是 单位 元 用 本 原 短 等 元 表示 的 分 解 式 ，{ro} 是 根 的 一 
个 生成 元 系 ， 其 构成 已 在 上 面 〈 预 型 6.1 前 面 ) 给 出 ， 

对 格式 S$ 的 任 一 路 4 = go4…gis 设 r=roo 和 rotb Tei = Ci 


并 令 帮 可 ca)= 六 cr。 由 和 e 之 间 的 关系 可 知 是 代 


数 K(S) 到 代数 4 的 同 态 对 应 ， 而 由 预 理 6.4 知 它 还 是 满 的 。 
因此 4K(GS)/1， 其 中 了 7=Kerf。 另 一 方面 ， 易 见 1(7) = 
R， 其 中 R= rad4， 由 于 有 个 "使 尼 = 0 ， 故 J"C7。 最 后 ， 
元 素 则 = ro。+ R* 在 R/R? 中 线性 无 关 ， 因 此 同 态 4,->R/R' 是 
同 构 ， 即 /CJ*。 定 理 全 部 证 完 ，。 

代数 K(S) 岂 作 路 代数 ， 或 叫 作 格 式 $ 的 泛 代 数 。 

当然 ， 对 于 左 格式 也 可 给 出 类 似 的 构造 ， 然 而 有 下 面 这 
个 命题 。 

命题 6.7 车 4 是 可 裂 代 数 ， 则 只 要 把 所 有 射线 转向 或 
者 把 连接 矩阵 转 置 便 由 格式 S(-4) 得 到 S' (4) 。 

证 ， 可 以 认定 代数 4 是 简约 的 。 我 们 早已 知道 ， 此 时 有 
[SC4)]= (ti;)， 其 中 tj 是 向 量 空间 eiVe; 的 维 数 〈 其 中 = 
R/R*， 而 1=e1+… +e: 是 单位 元 用 本 原 宕 等 元 表示 的 分 解 
式 ) 。 类 似 地 有 [SC《4)] = (ti;,)， 其 中 ti 是 ejV ei; 的 维 数 ， 
即 有 tij= 好 ， 这 正 是 我 们 要 证 的 。 


8$ 7 ”继承 代数 


构造 了 泛 代 数 ， 这 使 我 们 能 刻 划一 个 有 趣 的 代数 类 一 一 
继承 代数 。 

代数 叫 作 继承 代数 ， 如 果 其 中 任意 右 理想 都 是 投射 
模 (8) 。 

定理 7.1 下 列 诸 条 件 等 价 ; 

1 ) 4 是 继承 代数 ， 

2 ) 主 4- 模 的 任意 子 模 都 是 投射 模 ， 

3 ) 投射 4- 模 的 任意 子 模 都 是 投射 模 ， 

4 ) rad4〈 作 为 右 4- 模 ) 是 投射 模 。 

证 ，2) 是 1) 的 特殊 情况 ，1) 是 3) 的 特殊 情况 ， 
故 有 1) 之 2? 积 3) 访 1)。 

2) 人 4) 若 4= 忆 ,四 … 息 P,， 其 中 Pi; 是 主 模 ， 则 rad 4 
= 尺 =RI 儿 … 狼 R,， 此 处 ，R;=radP;。 因 此 ， 由 所 有 R; 的 
投射 性 可 得 R 的 投射 性 。 

4) 写 3) 设计 是 投射 4- 模 P 的 子 模 , 今 对 1(P)=1 作 归 
纳 法 来 证 3 的 投射 性 ， 归 纳 法 的 第 一 步 ，1= 1 ,是 显然 的 ， 
故 可 认定 命题 对 1(P) < 的 情形 已 经 成 立 。 

模 忆 有 主 直 和 项 已 :已 = 己 : 四 P，( 可 能 P,= 0) 。 用 x 
表示 已 到 已 , 上 的 投影 。 如 果 r(CaM) = 书 :， 则 由 定理 3.5，M 
之 PI@BN， 其 中 NN = MI P: 是 已 :的 子 模 。 因为 1(P,)<i， 


(8 ) 同样 地 可 引入 左 继承 代数 ， 但 在 第 八 章 中 我 们 将 看 到 ， 对 于 有 
限 维 代数 这 两 个 概念 是 一 致 的 。 
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故 N 〈 随 之 41) 是 投射 模 。 

落 是 rz(C31)z 忆 ， 则 MCR 人 PP:,， 其 中 尺 , = 已 , 民 是 根 
的 直 和 项 ， 因 而 是 投射 借 。 但 此 时 也 有 CR, 四 Ps) <1， 故 
NM 是 投射 模 。 定 理 证 完 。 

预 理 7.2 车 4 是 继承 代数 ， 则 主 .4- 模 间 的 任 一 非 零 同 
态 f: Pi->P; 都 是 单 的 。 

证 ， 在 这 种 情形 下 ，Im/ 是 投射 模 ， 而 依 定理 3.5P; 之 
lmf@Kerf。 这 说 明 ， 车 Imf 二 0， 必定 Ker/= 0 。 

推论 7.3 ”车 4 是 继承 代数 ， 则 在 格式 SCA) 中 没有 圈 。 

证 , 车 在 SC4) 中 有 一 个 始点 i 终点 j 的 射线 ， 则 存在 一 
个 非 零 同 态 /fo: Pi>Pi, 并 且 ImfoCradP1。 设 A 是 继承 代数 ， 
而 o1.…o4 是 以 i 为 始点 终点 的 路 。 此 时 ，f = fo1… fo 是 单 同 
态 Pi>Pi， 因 为 fo1，…, fo 都 是 单 的 , 且 ImfCradPi, 从 维 数 
之 闻 的 关系 来 看 这 是 不 可 能 的 。 

今 给 出 关于 继承 简约 可 裂 代数 的 刻 划 。 

定理 7.4 若 S 是 无 圈 的 格式 ， 则 K(S) 是 继承 代数 。 反 
之 ， 继 承 简约 可 裂 代 数 .4 同 构 于 代数 KCS)， 其 中 S= SC4) 
这 样 ， 在 无 圈 格 式 和 简约 可 裂 继 系 代数 之 间 有 一 个 一 一 对 
应 。 

证 ， 显 然 ， 在 无 圈 格 式 中 ， 路 的 长 是 有 界 的 ， 因 此 ，A 
=K(S) 是 有 限 维 代数 。 令 P, = < 4。 已 的 元 素 是 一 些 线性 组 
合 > ce， 其 中 a 是 具 始 点 i 的 路 (包括 e:) 。 此 时 ，radP 


= PJ 则 是 由 线性 组 合 > cu 组 成 ， 这 里 < 是 具 始 点 ;的 一 些 
非 夫 路 长 的 路 ， 因 此，P7 = @o.4， 其 中 历 筷 所 有 具 始点 i 


90 


的 射线 ， 但 车 0:i>j， 则 把 任 一 线性 组 合 >) cx9 〈 其 中 是 


8 


具 始 点 j 的 路 ， 也 包括 e,) 对 应 于 元 素 >, csap， 易 见 ， 我 们 


月 
将 得 同 构 P,> o.4。 因 而 ， 忆 /是 投射 模 ， 随 之 ] = 多 PV 也 


是 投射 模 ， 而 依 定理 7.1，.4 是 继承 代数 。 

剩 下 来 要 验证 的 是 ,如 果 1CJ? 且 4 = -4/7 是 继承 代数 ， 
则 J=0。 设 R=J/I，P,= Pi/Pi1。 此 时 R=radA, 而 PB， 
是 主 4- 模 。 此 外 还 有 4/R、~ 4/7， 而 R/R? 之 J/J*。 今 对 
作 归 纳 法 来 证 明 ， 还 有 Rs/RY* JUWI。 设 R11/R' 之 


J 而 令 B = PCR-!/R) = GmP. 此 时 P= PCRED) 


(定理 3.7), 又 因为 Re :是 投射 模 , 故 户 ~ RE ,因此 R:>PR， 
而 RR/R'*'! 守 PR/PR:， 注 意 到 PiR/PiR: 之 PiJ/Pi:J*， 由 
之 便 得 Ri/R'*! JA/J**!。 但 由 此 同 构 关系 显然 可 得 对 所 有 
的 A 有 1CCJ*， 妈 1 = 0 ， 这 也 正 是 要 证 的 。 


习 题 


1。 给 出 代数 T,《K) 的 根 。 

2 。 给 出 独 生 代数 K[z]/f(x)K[Lz] 的 根 。 

3。 证 明 ， 如 果 4 不 是 单 代数 ， 则 其 中 必 有 极 大 理想 ， 
它 具 有 非 零 的 零 化 子 。 

4 。 证 明 ， 极 小 右 理想 或 者 包含 在 根 中 或 者 是 主 模 。 


5。 设 凡是 代数 4 的 模 , R=radA,，A= 4/R， 4= 
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mU1 命 …@mUs 是 4 的 表 成 单 模 直 和 的 一 个 分 解 式 ， 
M=M/MR~tU@B:…@OtU;, 证 明 ju《 术 ) = px( 及 ) .证明 


Dn (+) 


其 中 [t/n] 是 数 t/n 的 整数 部 分 

6 。 用 7(M) 表 示 模 M 的 所 有 自 同 态 中 把 财 映 入 radM 
的 全 体 映 射 的 集 。 

a) 验证 1CM) 是 已 4CM ) 的 宕 零 理想 。 

6) 证 明 ， 对 投射 模 P 有 /1 (P) = radE4(P)。 

c) 给 出 一 个 模 凡 ， 使 得 1(M) 关 radE4(M)， 

7 。 证 明 ， 一 个 代数 是 简约 的 当 且 仅 当 它 的 圭 零 元 素 组 
成 理想 。 

8. 设 1=ei+…+en 是 代数 4 的 单位 元 的 分 解 ， 这 里 
的 所 有 器 等 元 都 是 本 原 的 。 

a) 证 明代 数 4 的 忠实 表示 的 维 数 不 小 于 n。 

若是 4 有 一 个 维 数 n 的 忠实 表示 ， 就 称 4 为 n 次 极 小 代 
数 ， 

b) 设 4 是 极 小 代数 。 若 是 ei4ei 关 0 ， 就 记 作 ;>J。 证 
明 关 系 习 是 集合 S= {1,2,…,n} 上 的 氢 序 关系 , 即 是 ，i->i， 
并 且 由 i->j 和 j 一 hk 有 i->h。 

c) 证 明 ， 极 小 代数 4 必 是 可 和 裂 代数 ，A 是 简约 代数 当 且 
仅 当 一 是 序 关 系 ， 即 还 有 ， 由 i->j 和 ji 必得 i= j。 

9。 设 在 集 S = {1,2,…,n} 上 给 定 一 个 拟 序 二 。 试 构造 
一 个 n 次 极 小 代数 ， 使 得 i->j 当 且 仅 当 eiAe; 了 0 (提示 ， 如 
果 有 i>j， 就 在 M,(CK) 中 选 出 相应 的 矩阵 单位 ei;。 考 虑 以 
这 样 的 e; 为 基 的 那个 子 代 数 ) 。 
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10。 证 明 两 个 z 次 极 小 代数 ， 如 果 它 们 在 S 上 给 出 相同 的 
拟 序 ， 它 们 必 同 构 ， 

11。 找 出 极 小 代数 的 根 、 格 式 和 基 代 数 。 证 明 ， 一 个 代 
数 是 极 小 的 当 且 仅 当 它 的 的 基 代数 是 极 小 的 。 

12。 设 R?= 0 ,其 中 RR=rad A4，P,,…, Ps 是 主 4- 模 .证 
明 Homk(CPi Pi) 尖 0，i 关 j 当 且 仅 当 在 格式 S(4) 中 由 i 进入 
17 有 射线 。 

13。 证 明 ，R? = 0 的 可 裂 简约 代数 4 〈R= rad4) 在 同 
构 的 意义 下 由 其 格式 唯一 确定 。 

14。 设 A 是 实数 域 R 上 的 代数 ， 它 是 由 形 如 

(9 

其 中 a€E R，b，c EC， 的 二 阶 复 矩 阵 组 成 . 试 找 出 SC4) 
和 .4 (-4) 。 

15。 刻 划 代 数 闭 域 上 的 三 维 代数 ， 

16。 设 p 是 代数 4 的 自 同 态 ，7: 4>M,(K) 是 此 代数 的 
一 个 表示 ，M 是 相应 的 模 。 我 们 用 Me 表示 对 应 于 表示 Ty9: 
A->M,(K) 的 模 。 

a) 给 出 模 Mgp 的 内 部 刻 划 并 验证 M(py) 之 (Mg)y， 而 
(MBN)pg~Moy@No. 

6) 证 明 ， 若 "是 自 同 构 ， 则 模 Pg 是 投射 的 当 且 仅 当 模 
P 是 投射 的 。 提示， 验证 Ap 之 A) 

c) 证 明 , 若 4 是 简约 代数 , P 和 Q 是 投射 4- 模 , 则 E,(p) 
汪 已 4(Q) 当 上 且 仅 当 存在 代数 4 的 一 个 自 同 构 p， 使 得 CQ= Pg，。 
(提示 ， 利 用 自 同 态 的 矩阵 记 法 》 

d) 给 出 简约 代数 4 上 一 个 投射 模 P， 使 得 对 代数 4 的 一 
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个 自 同 构 p 有 已 尖 Pe。 

17 .格式 9 叫 作 具 重 数 的 格式 , 如 果 对 每 一 点 ! 配 以 一 个 自 
然 数 ni。 今 4=K(S),，P;=eiA, P=n,P,@:…@BnPs，A= 
AP)。 对 于 代数 4 去 证 明定 理 6.6 的 平行 结果 ， 而 用 任意 
可 裂 代数 代替 简约 可 裂 代 数 ， 用 具 重 数 的 格式 代替 格式 。 

18。 证明， 若 格 式 S 没有 圈 ， 则 习题 17 中 的 代数 是 继承 
的 ， 并 且 任 意 可 裂 继承 〈 有 限 维 ) 代数 具有 这 种 形状 。 

19。 模 M 的 所 有 极 小 子 模 之 和 叫 作 好 的 基 座 记 作 socMf 。 

a) 证 明 ，socM = M 当 且 仅 当 杂 是 半 单 的 。 

b) 证 明 ， 在 任意 同 态 f: MN 之 f(socM)CsocN， 
并 且 /7 是 单 同 态 当 且 仅 当 导出 同 态 socMf -socN 是 单 的 。 

c) 证 明 ， 右 和 左 正则 4- 模 的 基 康 都 是 4 的 理想 。 顺 序 
称 之 为 代数 A 的 右 基 座 和 在 基 座 ， 记 作 r ,soc A 和!,socA。 

d) 验证 ,r,soc 4= {a€ AlaR=0}(R=radA)， 而 
l,soc A= {4€ A|Ru= 0}. 

e) 找 出 代数 4=7T,(K) 的 右 和 左 基 座 ， 证 明 r ,soc A 
l,socA, 

20。 设 已 ,，… Ps 是 所 有 互 不 同 构 的 主 4- 模 。 在 P; 中 取 
定 一 个 组 成 列 并 假设 在 此 列 的 单 因子 中 单 模 U;= P,/radP; 
出 现 c;; 次 。 数 ci; 叫 作 Cartan 数 ， 而 矩阵 cCA4) = (ci) 叫 作 代 
数 4 的 Cartan 和 矩阵 。 

0) 证 明 ，c(4) =c(3)， 其 中 刁 是 代数 4 的 基 代 数 。 

2) 证 明 ， 如 果 (radA)*= 0 ， 则 c(4) = 巨 +[S] (E 
是 单位 矩阵 ，[SJ 是 格式 S = 9(4) 的 连接 矩阵 ) 。 

0) 令 4.=KCS)JJ"''。 证 明 c(4)= 瑟 +[S]+[S]:+ 
[3]。 
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d) 设 $=SC(4)。 证 明 ， 对 于 继承 代数 4， 和 矩阵 [3] 必 


是 寄 零 的 ， 且 cCD = 、, [S]"， 而 Cartan 数 ci 等 于 格式 5 


中 始点 为 终点 为 了 的 路 的 个 数 (i#7D, ci = 1 ,( 提 示 : 在 这 种 
情形 下 当 i# j 时 ，C = > frcu， 即 cC4) =[S]cC4)+ 巨 ， 
k 


其 中 [SJ= (tw)。) 


第 四 章 ”中心 单 代数 


Wedderburn-Artin 定理 将 半 单 代数 的 研究 归结 到 域 K 
上 的 可 除 代数 的 研究 。 如 果 刀 是 域 K 上 的 有 限 维 可 除 代 数 ， 
C 是 D 的 中 心 ， 则 C 也 是 下 (K 的 扩 域 )， 而 DD 可 以 看 成 域 C 
上 的 代数 。 这 样 ， 我 们 的 讨论 划分 为 两 个 阶段 ， 第 一 ， 讨 论 
域 K 的 扩张 ， 第 二 ， 研 究 中 心 可 除 代 数 。 也 就 是 中 心 与 基础 
域 重合 的 可 除 代 数 。 这 两 个 问题 看 来 是 非常 不 同 的 。 但 是 ， 
在 这 里 却 可 使 用 共同 的 研究 方法 ， 它 建立 在 双 模 和 代数 张 量 
积 的 基础 之 上 。 

本 章 也 要 阐明 这 些 方法 ， 并 将 它们 用 于 中 心 可 除 代数 的 
研究 。 此 处 定理 3.1 起 了 重要 的 作用 ， 从 这 个 定理 能 够 比较 
简单 地 引出 可 除 代数 基本 定理 〈Skolem- Noether 定理 和 关 
于 中 心 化 子 的 定理 ) 。 


8$1 双 模 


设 4、B 是 域 K 上 的 代数 ，MM 是 域 K 上 的 向 量 空间 ， 在 
M 上 给 出 左 4- 模 和 右 B- 模 结构 ， 二 者 之 间 以 结合 律 相 联 
系 ， 即 任 取 a€ 4，bEB,，mEM， 有 (am)b=almb)， 则 M 
蔬 作 A-B- 双 模 。 
车 4=B，M 必 简称 为 A- 双 模 。 
在 第 一 章 中 对 模 引 入 的 所 有 概念 也 可 对 双 模 来 引入 同 
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态 ， 同 构 ， 子 双 模 ， 商 双 模 ， 直 和 等 等 。 第 一 章 的 基本 结 
论 ， 像 同 态 定理 ， 平 行 焉 边 彤 法 则 ，jJordan-Halder 定理 等 
等 可 以 逐 字 逐 句 地 搬 到 双 模 上 来 。 其 实 ， 我 们 在 下 一 节 将 会 
看 到 ， 讨 论 4- 有- 双 模 ， 本 质 上 相当 于 讨论 代数 4 与 8" 的 张 
量 积 上 的 模 。 

我 们 来 看 一 些 例子 ， 它 们 在 后 面 起 重要 作用 ， 并 体现 出 
双 模 概念 对 代数 结构 理论 的 重要 性 。 

例 1 显然， 一切 代数 4 都 可 以 看 作 自身 上 的 双 模 。 称 
为 正则 双 模 。 正 则 双 模 的 子 双 模 是 一 个 子 空间 VC4， 用 4 
的 任意 元 素 a 去 左 乘 和 右 乘 都 封闭 ， 也 就 是 代数 4 的 理想 , 按 
照 这 一 观点 ， 单 代数 恰 是 单 的 正则 双 模 。 

我 们 来 看 正则 双 模 的 自 同 态 是 怎样 建立 的 ， 设 /，-4-~> 
/是 这 样 的 自 同 态 ， 那 么 /当然 是 正则 模 的 同 态 ， 正 如 定理 
1 .7.1 指 出 的 ， 这 个 同 态 形 如 f(x) = az， 此 处 a 是 4 的 固定 
元 素 。 但 f 也 是 左 正则 模 的 同 态 ， 这 就 表明 , 任 取 bE A4， 
f(bzr)=bf(z)， 即 vb,xz€ A，abx= bax, 从 而 a€EC(A)。 反 
之 ， 若 元 素 a 属于 4 的 中 心 ， 则 同样 的 论证 可 得 ， 乘 以 元 素 a 
是 正则 双 模 的 自 同 态 。 这 样 ， 我 们 就 建立 了 下 述 命 题 。 

命题 1.1 正则 双 模 的 子 双 模 是 代数 的 理想 ,正则 双 模 的 
自 同 态 代 数 同 构 于 代数 的 中 心 。 

例 2 设 f/， BB 一 4 是 代数 同 态 .我 们 把 它 与 一 个 B- 4- 
双 模 14 联系 起 来 。 为 此 ， 考 察 正则 4- 模 ， 并 按 公式 ba= 
f(b)a 定 义 左 B- 模 结构 。 这 时 ， 结 合 律 自然 满足 ，4 成 为 
B- A- 双 模 ， 记 作 /:4。 例 1 也 可 以 用 这 种 方法 得 到 , 只 要 令 
B= A4，f 是 恒 等 自 同 构 即 可 。 

例 3 考察 D- 双 模 ， 此 处 DD 是 域 K 上 的 有 限 维 可 除 代 
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数 。 如 果 寻 是 这 样 的 双 模 ， 则 -特别 是 可 除 代数 刀 上 的 ( 左 ) 
间 量 空间 。 取 定 dE 万 , 快 射 mw->7md 是 疝 量 空间 型 的 自 同 态 ， 
设 [ 凡 :DJ]=n, 在 确定 的 同 构 革 之 nD 之 下 ,这 个 映射 对 应 着 
算 阵 7(d) €E MM,(D), 并 且 易 验 , 7'(d+d’)=T(d)+T(d’); 
Tlad)=oT() (a€ER); Tdd’)=T(A)T dD) 17(1)=1。 
对 以 d->7《q) 称 为 可 除 代数 D 的 n 维 自 表示 . 

n=1 的 情况 特别 有 趣 。 这 时 7 了 (d) 6 DD， 而 T， D>D 是 
可 除 代数 D 的 自 同 构 ， 

反之 ， 任 意 " 维 自 表示 都 可 以 同 D- 双 模 联 系 起 来 ， 取 向 
量 空 间 nD， 对 zEnD， 令 xd =z7(d) 即 可 。 特 别 地 ， 任 章 
自 同 构 都 联系 着 一 个 盖 - 双 模 M，[M:LD= 1。 


32 张 量 积 


在 第 一 章 ， 我 们 把 表示 即 保持 乘法 的 线性 映射 的 概念 与 
模 的 概念 联系 起 来 了 。 此 处 ， 我 们 试图 对 双 模 建立 类 似 的 联 
系 。 

设 Mf 是 .4-8- 双 模 , 这 时 ， 任 取 a€ 4，bE B， 元 素 对 
(a,6) 对 应 着 向 量 空间 必 的 自 同 态 m->amb。 我 们 得 到 了 
4x BE (MMM) 的 一 个 映射 , 易 见 ,这 个 映射 是 双 线 性 的 《 即 
在 国定 o 下 按 元 素 b 是 线性 的 ， 且 反之 亦 成 立 ) .于 是 我 们 暂时 
忽略 乘法 ， 先 来 分 析 UX 广 -> 扩 的 双 线 性 映射 ， 此 时 UV、 六、 
WW 是 域 K 上 的 向 量 空间 。 

取向 量 空间 U0 入 的 基 {…,4} 及 {0 ，…sUnm}。 双 线性 
映射 政 ,，U xV> 玉 被 值 下 Gi,+w) = wij 唯 一 确定 ， 而 wij 可 以 
任意 指定 ， 这 就 引出 了 下 述 定 义 。 
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设 {u1，…,us} 是 向 量 空间 0 的 一 组 基 , {v,，…,vn} 是 向 量 
空间 矿 的 一 组 基 ， 以 fu@@uji= 1 j= 1，…， 加 为 
基 的 向 量 空间 记 作 VB@F， 称 VB 区 为 C、 矿 的 张 量 积 。 双 线 
性 映射 @@，U x 太一 0 区 乒 ， 出 公式 思 (Gui) =W@vi 定义 ， 
元 素 对 (u u) 在 映射 @ 下 的 像 记 作 xCu。 

上 面 的 论述 建立 了 张 最 梁 的 泛 性 。 

定理 2.1 对 任意 双 线 性 映射 FU x-> 矿 ， 存 在 著 唯 
一 的 线性 映射 和 U@V>J， 使 得 下 = FG@ ( 即 严 (wu) = 
Fu@uw) 

推论 2.2 设 罗 UxV->WWV。 是 一 个 双 线 性 觅 射 ， 车 对 
任意 双 线 性 上 映射，U x 让 > 太 ， 存 在 唯一 的 上 映射， 玉 。 一 
矿 ， 使 8 = 下 ， 则 存在 唯一 的 同 构 p: WV。 人 SU@V, 使 
uC69v = gp 中 (u,v) 对 任意 元 素 4EU，vEV 成 立 。 

证 ， 从 推论 的 条 件 得 到 满足 uw@Bv=g@P(lu,v) 的 同 态 
9: WV ,>U@V, 且 gp 是 唯一 的 ， 另 一 方面 ,从 定理 2.1 知 ， 存 
在 同 态 中 ;UB&V 习 V,, 使 BP(w@Bv) =Bl4,v)。 但 这 时 gBD (u 
加 =pD (us)=u@v， 仍 根据 定理 2.1，g 名 = 1 ,类 似 地 
有 Gyw = 1，, 即 D@ 是 9 的 逆 映 射 。 

同 构 gp 的 存在 唯一 性 使 我 们 可 以 将 满足 推论 2.2 条 件 的 一 
切 向 量 空间 这 ,与 张 量 积 0@V 视 为 同一 。 特 别 地 ， 利 用 U 和 
让 的 各 种 不 同 的 基 得 到 的 张 量 积 均 可 视 为 同一 。 

此 外 ， 定 理 2.1 使 我 们 得 以 建立 张 量 积 的 基本 性 质 。 

命题 2.3 ”对 任意 向 量 空间 UU， 矿 ， 玉 ， 存 在 唯一 的 辣 构 
f: UBVSVBU, 使 FoB@u =uBuw 以 及 唯一 的 同 构 
9 (UB OWSUOY BH), 使 g (WB OD) = BB 


w)。 


99 


证 ， 因 为 (4,v) 一 v@u 是 双 线 性 映射 ， 所 以 存在 唯一 的 
园 态 1/，7G@7 一 F QU， 使 FuG@u =v@u。 类 似 地 ， 存 在 同 
态 f/; V@U>U@BV， 使 1f' (Co@ =x@u 从 定理 2.1 立 得 ， 
j 与 六 是 互 道 的 同 构 。 

现 设 是 (U@V) x 矿 一 Z 的 双 线 性 映射 对 固定 的 wE 
丈 , 它 变 成 线性 映射 下。: UGF 一 Z， 即 双 线 性 映射 可 x 矿 一 
2Z， 并 且 显然 已 。 在 矿 上 是 线性 的 。 所 以 ,对 固定 的 wkED, 将 
(vw) 送 到 玉 。(u,v) 的 映射 广 x 歼 ~ 是 双 线 性 的 ， 并 因此 
定义 了 一 个 线性 映射 ， F@ 玉 一 2Z， 线 性 地 依赖 于 kx。 这 就 定 
义 了 一 个 双 线 性 映射 ，U x (VY@ 矿 )->2Z，, 现在 转 到 张 量 积 ， 
我 们 将 任意 (0U@ 人 了)@ 矿 一 Z 的 线性 映射 对 应 到 ，U@(V@ 
环 )->2 的 了 映射 (唯一 性 显然 ) 。 反 之 ,任意 0@(V@BW) 
一 Z 的 映射 ,对 应 着 唯一 的 (U@ 人 了)@@ 太 一 Z 的 映射 , 先 令 Z = 
(U@V)@WW， 然 后 令 Z=U@(V@WWV)， 我 们 就 得 到 了 所 需 
要 的 同 构 9 及 9g 的 道 。 

今后 ， 我 们 分 别 将 UG@ 与 FG@U，(U@ 和 门 @ 玉 与 UQ@ 
(FF@ 政 ) 视 为 同一 〈 并 省 略 括号 ， 将 后 者 记 作 VCGFG@ 矿 ， 


按照 定义 ，U@V 的 任意 元 素 可 唯一 地 吉成 > ai dh@u) 


的 形式 。 令 > au = mi， 我 们 可 将 此 元 素 写成 >, x1:@v,， 


jet i=1 


容易 验证 ， 这 种 写法 是 唯一 的 。 类 似 地 ，U@V 的 任意 元 素 


也 可 以 唯一 地 写成 >, w@yi 的 形式 ， 其 中 y; EV。. 


Es 


车 U' 是 U 的 子 空间 ， 则 Cw)>u/@v 是 VU’ xV>U@V 
的 双 线 性 映射 ， 它 定义 了 一 个 同 态 f，U'@V>U0@V。 若 在 
U 中 取 基 ， 使 {41，…us} (Rn 是 0 的 基 ， 则 f 的 像 由 形 如 


> ui@y; 的 元 素 组 成 , 显然 ,f 是 单 同 态 ， 因 而 U0’'@V 可 以 
看 作 U@V 的 子 空间 . 易 见 , 车 U=U’@BU”， 则 U@V= 
U'@&V@U”@BV。 类似 的 论断 对 广 的 子 空间 亦 真 。 

现 设 4 和 8B 是 域 K 上 的 代数 ,对 固定 的 a。€ 4 和 b。€ B,A 
x B 一 A@B 的 将 元 素 对 (a,b) 映 射 到 元 素 aao@@bb。 的 映射 显 
然 是 双 线 性 的 , 从 而 引出 了 一 个 线性 映射 F，A@B8 一 A@B， 
使 "@b 一 aao@@bb。,。 另 一 方面 ，F 对 (ao,b。) 是 双 线 性 的 ， 
所 以 我 们 可 以 将 任意 元 素 zE 4@B 对 应 到 线性 映射 Fzx， 它 
线性 地 依赖 于 z， 并 使 Fs+0《a@b) = cao@bb。 

记 ,(y) = yz， 我 们 就 得 到 了 4@ 中 的 双 线 性 乘法 ， 
任 取 a，ao € A4，b，bo。€ B, 有 (a@®b) (ao@bo) = aao@bbo, 
由 于 [(a@b) (a’ @b’)) (a @b’) = (aa @bb’) (ar@b’) = 
aa’ a bb’ b” = (ab) Cla’ Bb’) arb')) 

而 《a@6)(1@1) = (1@1) (a@b) =a@@b， 这 就 使 得 向 量 
空间 A@B 成 为 域 K 上 的 代数 ， 称 之 为 代数 A 和 B 的 张 量 
积 。 

从 命题 2.3 知 ， 作 为 代数 ， 也 有 A@ 8 之 B@A， 和 (A@ 
BOC~AD (BOO). 

张 量 积 提供 了 将 双 模 的 研究 归结 为 模 的 研究 的 可 能 性 。 

设计 是 某 个 4-B- 双 模 。A" 表 A 的 反 代数 ， 即 由 4 的 元 
素 组 成 ， 但 乘法 由 a"b" = (ba) "确定 的 代数 〈 此 处 a" 表 元 素 a 
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E A， 但 看 作 A" 的 元 素 ) 。 我们 在 六 上 引入 代数 B@4" 上 
的 模 结构 ， 即 令 m(b@a") =amb。 可 直接 验证 这 个 定义 的 合 
理性 以 及 模 的 公理 。 

反之 ,任意 4@B"- 模 NN 可 以 看 作 4-B8- 双 模 ， 只 要 令 
an=n(16@9ar)，nb=n(b 鸭 1') 即 可。 这样，A4- B- 双 模 的 概 
念 与 B@A"- 模 的 概念 实际 上 是 一 致 的 。 

最 后 ， 我 们 来 讨论 ， 代 数 的 张 量 积 的 中 心 。 

定理 2.4 C(4@B5) =CC4)@C(C5)， 

证 ， 在 4 中 取 CCA) 的 补 子 空间 47, 即 4= A/'@@C(4)， 
这 时 ，A@8= A'@@B8@BC 04) 四 8. 我 们 说 ，C (4@B)CC 
C(Cd)@ 有 B。 事 实 上 ， 设 cEC (4@B8)，c=z+y zeE4 四 
且 ，yEC(C4) 四 刀 。 这 时 有 c(a@1) = (a@1)c, 又 因为 y(a@ 
1) = 《a@1)y 自 动 满足 ， 所 以 x(a@1) = (a@1)z。 


取 B 的 基 {b,，…,br}， 记 z= > zi@bi, 从 这 种 表示 法 


的 唯一 性 可 知 ，zria = azi 对 任意 a 成 立 ， 即 x;ECC(A)。 由 于 
ey 则 zi = 0 » 因而 x = 0 . 

类 似 地 ， 在 C(4) 中 取 基 ,分解 C(4)@B=C(4)@ 
CLB)@C(4)@B'， 此 处 B' 是 CC(B) 的 补 ,可 得 C(A4@B)S 
C(C4)@C(B)， 反 包含 关系 显然 对 ， 定 理 得 证 。 


§ 3 中 心 单 代数 


域 K 上 的 代数 4 叫 作 中 心 的 ， 若 CC(A) =K。 
在 本 章 初 ,我 们 提出 研究 域 K 上 的 有 限 维 中 心 可 除 代数 ， 
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但 后 面 可 以 看 到 ， 直 接 考 虑 所 有 的 中 心 单 代 数 ， 即 形 如 
41。(D) (中 心 可 除 ) 的 代数 更 方便 一 些 。 

从 命题 1.1 知 ， 一 个 代数 是 中 心 单 的 ， 当 且 仅 当 它 的 正 
则 双 模 是 单 的 ， 且 其 自 同 态 代数 就 是 域 K。 这 就 提供 了 刻 划 
代数 4@ 全 的 可 能 性 。 

设 无 (4) 是 向 量 空间 4 的 自 同 态 代 数 ， 定 义 代数 4@A? 
到 无 (4) 的 同 态 T， 把 7(Cb@a") 取 作 空 间 4 的 线性 算 子 ， 这 
个 算 子 将 x€ 4 送 到 ozrb。 

定理 3.1 域 K 上 的 代数 4 是 中 心 单 代数 ， 当 且 仅 当 上 面 
定义 的 4 加 4" 一 E(A) 的 辣 态 是 一 个 同 构 。 

证 ， 设 4 是 中 心 单 代数 ， 则 4 可 以 看 作 代 数 4@4" 上 的 
单 模 ， 其 自 同 态 代 数 是 K。 这 时 , 根据 定理 工 .6.7， 同 态 了 ， 
A@4"->E (A) 是 满 的 ， 又 因为 [4@A":K]=n*=[E(A4): 
K]， 此 处 n=[A4:K]， 所 以 T 是 同 构 。 

反之 ， 设 了 是 同 构 ， 将 4 四 4" 与 E(4) 视 为 同一 ， 我 们 
看 到 ，-4 是 单 4@4"- 模 ， 即 单 4- 双 模 ， 其 自 同 态 代数 是 区 。 
也 就 是 说 ，.4 是 中 心 单 代数 。 

设 4 是 中 心 单 代数 ，B 是 任意 K- 代 数 , 我 们 运用 定理 3.1 
来 研究 代数 .4@ 有 的 结构 。 

定理 3.2 ” 若 4 是 中 心 单 代 数 ， 则 代数 4@8 的 理想 形 如 
4@7， 此 处 ! 是 代数 妃 的 理想 。 

证 ， 若 /是 8 的 理想 ， 则 A@Q1 显然 是 4@ 的 理想 。 反 
之 ， 设 /是 代数 4@5 的 理想 。 取 4 的 一 组 基 {farsan}， 则 


4@8 的 元 素 均 可 唯一 地 表 作 > a@b，bEB。 设 7 是 


el 
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空间 4 的 线性 算 子 ， 它 将 a 映 到 1 ， 其 余 的 基 元 映 到 0 。 根 


据 定 理 3.1,7Th=7 了 yD, 此 处 yi€ A@A'; = > ziG@o 


Tu 


viE A, 这 时 > (z@1)， (Yves] 。，(a@1)= 


d= i=l 


> 人 > og = > 《gaiTh)@b;= 工 因 %， 因 此 , 若 


i= 1 i=1 ii 1 


元 素 >, a:@b; 在 理想 /中 ， 则 对 任意 k&，(1@bs) EJ。 设 1 = 


{bE BI1@bEJ}, 显 然 1 是 B 的 理想 ,正如 刚才 指出 的 ，J 的 


任意 元 素 形 如 > a:@b:，b1E 1， 即 /= 4@1, 定理 证 毕 。 

推论 3;8 车 4 是 中 心 单 代数 ， 则 代数 4@B 单 ， 当 且 仅 
当 B 单 。 

推论 3.4 若 4 是 中 心 单 代 煞 ， 则 (4@P) 的 根 = 4@ 
CB 的 根 ) ， 其 中 B 是 任意 代数 。 

证 ， 从 根 的 特征 ， 即 根 是 极 大 双边 理想 的 交 即 可 推 得 。 

推论 3.5 车 4 是 中 心 单 代数 ， 则 代数 4@B 是 半 单 的 ， 
当 且 仅 当 B 是 半 单 的 。 

将 定理 3.2 与 描述 张 量 积 中 心 的 定理 2.4 联 系 起 来 ， 我 们 
又 得 到 下 面 的 推论 。 
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推论 3.6 若 4 是 中 心 单 代数 ， 则 代数 4@B 是 中 心 单 
的 ， 当 且 仅 当 B 是 中 心 单 代数 。 


§4 可 除 代数 的 基本 定理 


定理 4.1 (Skolem-Noether) 设 / 和 g 是 单 代 数 B 到 中 
心 单 代数 4 的 两 个 同 态 映射 ， 则 存在 可 北 元 素 a€ 4， 使 得 
VbE€EB, g(b)=af(bya™', 

证 ;考察 B- 4- 模 /4 和 ,4 (看 § 1 例 2) ， 它 们 是 代数 
4@8" 上 的 模 ， 由 推论 3.4 知 ，4@B" 是 单 代数 。 但 因为 这 
两 个 模 的 维 数 相 等 (等 于 [4:K])， 根 据 推论 .3.5，/A 之 
eA。 

设 p 是 /4 到 ,4 的 同 构 。 这 时 p 是 正则 4- 模 的 自 同 构 ， 因 
此 形 如 P(z) = oc， 此 处 o 是 4 中 固定 的 可 逆 元 。 另 外 p 又 是 左 
B- 模 同 态 ， 即 有 y (bz) = bp(z)。 考 虑 到 /4 和 4 的 定义 ， 
则 g(f (6)zx)=glb)gp(z)。 令 z= 1， 得 ,of(b)=p(f(b))= 
9g(b)p(1) = g(b)a 对 一 切 5E B 成 立 ， 即 g(6) =af(b)a-!。 

映射 x >ara- :显然 是 代数 4 的 自 同 构 。 叫 作 内 自 同 构 。 
如 果 B 是 .4 欧 子 代数 , 则 aBa-! = {aba-!jbE B} 也 是 子 代数 。 
称 B 与 4Ba ' 在 4 中 共 罗 。 

推论 4.2 中心 单 代数 4 中 同 构 的 单子 代数 8 与 B' 共 办 。 
而 且 ， 任 意 同 构 g，B 之 B', 可 以 延 拓 成 代数 4 的 内 自 同 构 ， 
即 形 如 g(b) = abo :， 此 处 o 是 .4 中 的 可 逆 元 素 。 

证 ， 与 9 同时， 考察 代数 B 到 代数 4 的 恒 等 嵌 入 f/， 从 
Skolem-Noether 定 理 立 得 。 

推论 4.8 ”任意 中 心 单 代 数 的 自 同 构 是 内 自 同 构 。 特 别 
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地 ， 一 ' 切 代数 4f,( 天 ) 的 自 同 构 是 内 自 同 构 。 

我 们 指出 ， 在 Skolem-Noether 定理 的 证 明 中 ， 仅 仅 利 
用 了 张 量 积 了 4@ 呈 "的 单 性 ， 代 数 4 与 B 的 地 位 实际 上 是 平等 
的 ， 因 此 ， 只 要 两 个 代数 当中 的 任意 一 个 中 心 单 ， 而 另 一 个 
单 即 可 。 所 以 ， 可 以 写 出 “对 偶 ” 的 定理 ， 其 证 明 留 给 读 
者 。 

定理 4.4 若 /和 9 是 中 心 单 代数 8 到 单 代数 4 的 两 个 同 
态 ， 则 在 4 中 存在 一 个 可 道 元 素 ao， 使 得 任 取 bE€ B，g(6b) = 
af (bya-!. 

推论 4.5 单 代数 4 中 同 构 的 中 心 单子 代数 互 与 刀 ' 共 罗 。 
而 且 ， 任 意 同 构 g， 下 有/ ,可 以 延 拓 成 代数 4 的 内 自 同 构 ， 
即 形 如 g (6) = aba !， 其 中 o 是 才 的 可 逆 元 素 。 

最 后 ， 类 似 于 4.3 的 推论 ， 对 非 中 心 单 代 数 不 真 。 最 简 
单 的 例子 是 ， 将 复数 域 看 作 实 数 域 上 的 代数 ， 复 共 罗 不 是 内 
自 同 构 。 

Skolem-Noether 定 理 通 常 称 为 可 除 代数 的 第 一 基本 定 
理 ， 第 二 基本 定理 与 中 心 化 子 的 概念 有 关 ， | 

设 X 是 代数 4 的 子 集 ,对 一 切 zEX，-4 中 满足 az = za 的 元 
素 a 的 集合 叫 作 入 的 中 心 化 子 。 集 合 久 的 中 心 化 子 是 .4 的 子 
代数 ， 记 作 C4(X)。 特 别 地 ， 当 X= 4，C4(4) =C(04) 是 
代数 4 的 中 心 。 

定理 4,6 设 4 是 中 心 单 代数 ，B 是 其 单子 代数 ，B’ = 
C4( 妇 )。 过 时 ， 

1) B' 是 单 代数 ， 

2) C4(B’')=B; 

3) [了 :ITLB':A]= [4 天 ]3 
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4) 车 B' 二 Mn(D)， 则 A 四 B'M,(D)， 并 且 m 整除 
Te 

证 ， 考察 8- 4- 双 模 /4，f 是 B 到 4 的 恒 等 嵌 入 。 由 推 
论 3.4 知 ，-4 名 有 8" 单 ， 这 就 意味 着 4@B 十 ,(D)，/4 人 > 
mU， 此 处 0 是 4@B" 上 的 单 模 . 所 以 Easae (4) 之 Mn(D). 

设 p 是 /4 的 自 同 态 ， 则 它 也 是 正则 4- 模 的 自 同 态 ， 即 p 
形 如 w(z) =az。 此 外 g(bz) =bp(rz)， 令 z= 1， 得 ab= ba 对 
任意 bE B 成 立 ， 即 a€ B'。 反 之 ， 若 oE B'， 则 映射 xz>ax 
显然 是 /4 的 自 同 态 。 所 以 B' ~ 巨 (4)=M。CD)。 这 就 证 明 
了 论断 1) 和 4) 〈 整 除 性 除外 ) 。 

记 [D:K]=d。 这 时 UnD， 从 而 [U:K]=nd, {A4:K] 
=mnd、。 另 一 方面 ,，[ A:KJ[B:K]=[.4@B" :K]=n*d, 而 


[B' :KJ=m*d。 从 而 推出 [B:K]= ~ 也， 即 站 整除 


且 [4:K]=[B:K][B':K]， 这 就 证 明了 3) 和 4) 。 

最 后 ， 设 B'=Cx(B')， 显 然 BCB", 但 B' 是 单 代数 ， 
论断 3) 对 B' 亦 真 从 而 [B*:K] =[A4:K]J[B’:K]= 
[B8:K]。 由 之 推出 B= 8B， 定理 证 毕 。 


$5 可 除 代数 的 子 域 域 的 扩张 


我 们 利用 上 一 节 的 结果 考察 中 心 可 除 代数 的 子 域 。 若 一 
个 子 域 不 被 更 大 的 子 域 所 包含 ， 则 称 之 为 极 大 子 域 ， 极 大 子 
域 的 概念 引起 了 人 们 的 兴趣 。 

定理 5.1 可 除 代数 的 子 域 上 是 极 大 的 ， 当 且 仅 当 LL = 
Co《L)。 车 可 除 代数 人 还 是 中 心 的 ， 则 [D:KI=[L:K]?， 
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且 D8BL~>M.(L)， 此 处 n=[L:K]。 

证 ， 显 然 ， 任 意 包含 的 子 域 包 在 Cn(L) 中 。 因此， 车 
工 = Cn(L)， 则 工 是 极 大 的 。 另 -方面 ， 若 元 素 a€ Co(Z)， 
但 a# 上 ， 攻 用 f(x) 表 域 L 上 的 多 项 式 ， 则 形 如 f(a) 的 元 素 的 
集合 组 成 口中 的 交换 子 代数 ， 即 子 域 ， 它 严格 大 于 L， 这 就 
证 明了 第 一 个 论断 。 

现在 设 九 是 中 心 可 除 代 数 ， 工 是 它 的 极 大 子 域 ， 则 L= 
ColL)， 从 定理 4.6 知 ，[D:K]=[L:K]? 及 D®@L ~M,(L) 
(由 于 工 的 交换 性 ， 工 "~ 工 ) 。 最 后 ， 从 维 数 的 计算 立刻 得 
出 z= [ 工 :天 ]。 

推论 5.2 ”中心 单 代数 的 维 数 总 是 某 个 整数 的 平方 。 

对 任意 K- 代 数 4 和 域 K 的 扩张 L， 代 数 A@L 可 以 看 作 
工 -代数 ， 只 要 令 az =z(1@a) 即 可 ,此 处 zE A@L, a€EL,。 
我 们 把 这 个 -代数 记 作 人， 称 之 为 4 的 纯 量 扩张 。 显 然 ， 
[Ai:L]=[A:K], 

定理 5.1 指 出 ， 如 果 工 是 中 心 可 除 代 数 刀 的 极 大 子 域 ， 则 
Di M,(L)。 显 然 ， 这 时 MGCD)@ZL~ ML)。 

如 果 天 -代数 4 是 中 心 的 ， 则 定理 2.4 表 明 ， 工 -代数 4 也 
是 中 心 的。 特别 地 ， 若 4 是 中 心 单 天 - 代数 ， 则 4 是 中 心 单 
工 - 代 数 。 

域 工 称 为 中 心 单 代数 4 的 分 昼 域 ， 如 果 4z、 M, (L)， 从 
定理 5.1 知 ， 分 裂 域 总 是 存在 的 。 

但 是 分 裂 域 不 是 唯一 的 ， 假 定 某 个 域 是 分 裂 域 ， 则 其 任 
意 扩 张 也 是 分 裂 域 ,事实 上 ， 就 连 极 小 分 裂 域 (不 包含 其 它 
的 分 型 域 ) 也 不 是 唯一 确定 的 。 (看 本 章 习 题 6 ) 
下 述 定理 给 出 了 分 裂 域 的 某 些 特征 ， 它 在 后 面 很 有 用 
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处 

定理 5.3 域 L 是 d? 维 中 心 可 除 代数 也 的 分 裂 域 ， 当 且 
仅 当 [CL:K]=md， 且 LL 与 代数 以。(D) 的 子 代数 同 构 。 

证 设 DB@L~>M,(L)。 考察 单 Dr- 模 ， 或 同样 的 ， 单 
LL-D- 双 模 U。U 是 D 上 的 右 向 量 空间 ， 乘 以 元 素 CE 工 的 运 
算 定 义 了 这 个 空间 的 一 个 自 同 态 ， 此 自 同 态 的 矩阵 记 作 
7T(c)。 我 们 得 到 了 同 态 〈 由 于 工 是 域 ， 因 而 是 单 同 态 ) 了 
工 ~M。(CD)， 这 里 m= [U:DD]。 

另 一 方面 , 因为 Di 之 ML)， 则 UdL 生 [U:K]= 
d[ 工 :K]。 但 同时 [U:KJ]=md’, 从 而 [L:K]=md， 

反之 ， 设 也 是 md 维 代数 4= 及 .(D) 的 子 域 ，L' 蚌 的 
中 心 化 子 。 这 时 工 ' 二 蔗 ， 由 定理 4.6 知 ，[L:KJCL’ :Kj= 
[A:KJ]=m?*d?， 从 而 [LL':K]=md=[L:KJ, 即 L'=L， 所 
以 4@L~M.(L)， 即 L 是 4 的 分 裂 域 ， 这 就 意味 着 工 也 是 可 
除 代 数 DD 的 分 裂 域 。 


§6 Brauer 群 ”Frobenius 定理 


我 们 在 § 3 中 指出 过 ， 中 心 单 代数 类 对 张 量 积 封闭 。 对 
于 这 一 乘法 而 言 ， 基 础 域 充当 了 单位 元 ， 因 为 对 任意 代数 
4，4G@K> 4。 定 理 3.1 表 明 ， 反 代数 4"， 事 实 上 ，“ 精 确 
到 矩阵 ”， 是 代数 4 在 这 一 运算 下 的 逆 元 ， 这 就 得 以 在 中 心 
可 除 代数 的 同 构 类 的 集合 上 定义 出 如 下 形式 的 群 结构 。 

在 中 心 可 除 代数 的 每 一 个 同 构 类 中 取 定 一 个 代表 元 ,车 
DD, 和 DD, 是 两 个 这 样 的 代表 元 ， 则 DB@D, 是 中 心 单 代数 ， 
从 而 同 构 于 某 个 形 如 好 (CD) 的 代数 ， 其 中 吕 是 中 心 可 除 代 
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数 ， 令 D= DiD;。 从 $2 推 知 , PD,D,=D,D,，D,(D:D;) 
= (D1D,)Ds。 其次，DK = KD=D, 并 根据 定理 3.1，DD" 
= DD=K。 这 样 ， 中 心 可 除 代 数 的 集 台 作成 了 交换 群 。 这 
个 群 纠 作 域 K 上 的 Brauer 群 ， 记 作 Br《K)。 

设 L 蚌 域 K 的 扩张 ， 则 对 任意 中 心 可 除 代数 万， 二 -代数 
妃 i 是 中 心 单 的 ， 所 以 它 同 构 于 再 ,(D')， 此 处 D' 是 L 上 的 中 
心 可 除 代数 . 易 验 ,将 D 对 应 到 D’， 我 们 得 到 了 群 则 态 Br(K) 
阅 Br(1)。 以 工 为 分 裂 域 的 可 除 代 数组 成 了 这 个 同 态 的 核 。 
Brauer 群 的 这 一 子 群 记 作 Br(L/K)。 定 理 5.1 表 明 ，Brauer 
群 的 任意 元 素 都 属于 某 个 形 如 Br CL/K) 的 子 群 ， 即 Br(K) = 
UBr(L/K), 

实际 去 计算 Brauer 群 通常 是 非常 复杂 的 ， 这 个 群 的 结构 
仅 对 某 些 域 K 是 清楚 的 。 我 们 限于 最 简单 的 情况 ， 实 数 域 和 
有 限 域 (看 第 五 章 ) 来 进行 介绍 。 

当然 ， 著 K 蚌 代数 闭 域 ， 则 其 上 没有 异 于 KK 本 身 的 中 心 
(甚至 任意 的 ) 可 除 代 数 ， 即 它 的 Brauer 群 是 平 几 的 。 

在 实数 域 R 上 , 至 少 有 一 个 中 心 可 除 代数 , 即 四 元 数 代数 
瞩 。 我 们 给 出 一 个 绝妙 的 结果 ， 即 右 是 域 R 上 唯一 的 中 心 可 
除 代数 。 

定理 6.1 (Frobenius) ”实数 域 中 上 全 部 有 限 维 可 除 代 
数 是 ， 域 R 本 身 ， 复 数 域 C， 和 四 元 数 代 数 H。 

证 首先 设 工 是 域 尺 的 有 限 扩张 ，a 是 工 的 任意 元 素 ， 
1ma(z) 是 元 素 a 在 域 R 上 的 极 小 多 项 式 (看 第 一 章 32) . 它 是 
弃 约 的 ， 从 而 或 是 线性 ，〈 此 时 aER) ， 或 是 二 次 多 项 式 
z2z+2bpr+9q， 这 里 请 <q。 在 第 二 种 情况 ， 元 素 c+ p 是 多 项 
式 z?+(q-p*) 的 根 ， 而 (a+p)/wW9-p* 是 多 项 式 z*+ 1 的 
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根 。 因 此 ， 域 RLa] 沿 构 于 域 C。 由 二 域 C 是 代数 闭 域 ，T. 之 
Cs 

这 就 是 说 ， 域 R 的 有 限 扩张 是 R 本 身 和 C， 所 以 C 是 域 尺 
上 的 任意 中 心 可 除 代数 万 的 分 裂 域 。 设 万 夫 R,dz =[D:RR]， 
世 是 娓 中 的 极 大 子 战 。 由 于 工头 尺 ， 则 工 汪 C， 从 定理 5.1 知 ， 
dq=[C:R]=2， 即 [LD:R]= 4。 

我 们 用 i 记 域 工 中 使 六 = - 1 的 元 素 〈 是 元 素 iE C 在 同 构 
C 之 L 下 的 像 ) 。 复 共 思 运 算是 域 L 的 自 同 构 , 它 把 i 变 为 -i 
由 推论 4.2 知 ， 可 以 在 D 中 找到 非 零 元 素 j， 使 jij"!= -i 
即 ji= 一 订 。 

因 i，j 非 交换 ， 故 i 和 工 ， 即 1,1, ;线性 无 关 。 此 外 , j*i= 
— jij=1j’, 即 i ECDp(L) = 工 . 即 记 =a+Ai， 此 处 a, BER。 
但 产 应 当 与 交换, 所 以 ja+pBi)=aj+Pji=(a+pi)j= 
aj-hjii,， 8=0。 即 请 =cER. 显 然 ,ac< 0 (不 然 a=》', 而 
(j 一 7)(j+?) = 0 是 不 可 能 的 ) 。 可 以 用 7 了 代替 7J/w=w ， 
这 时 ， 下 二 一 1 

这 样 ， 我 们 找到 了 元 素 i 和 j, 使 =j?= - 1, ji= 
- 订 ， 记 k=ij， 则 R=ijij= -i2j? =-1; ip=i?j 
= 一方 hi=iji= 一 站 j =j。 类 似 地 , jk = -kj=i。 换 言 之 ， 
元 素 i, j,k 的 乘法 就 像 四 元 数 代数 中 的 同名 元 素 间 的 乘法 。 
因此 ， 可 以 建立 同 态 /: 太一 DD. 因 为 及 是 可 除 代数 ， 知 f 是 单 
同 态 。 但 [ 末 :R] = [万 :有 ]， 所 以 /是 同 构 。 定 理 证 毕 。 
推论 6.2 ”Br(CR) = Br(C/R) 是 二 阶 循环 群 。 


习 题 
1 。 设 D 蚌 域 K 上 的 有 限 维 可 除 代数 。 证 明 ， 两 个 D- 双 
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模 同 构 , 当 且 仅 当 相 应 的 自 表 示 等 价 ( 即 相差 一 个 代数 朵 ,() 
的 一 个 内 自 同 构 ) 。 

2 。 设 ,7 是 有 限 集 ， 分 别 在 3,7 中 定义 拟 序 ->，A 和 
了 是 域 K 上 相应 的 极 小 代数 〈 看 第 三 章 习题 8 一 10) 。 在 卡 
氏 积 3x7 中 引入 拟 序 ， 规 定 (s,1) 习 (s',1')， 若 s>s'，t-> 
t'。 证 明 ， 对 于 卡 氏 积 4x 妃 上 这 样 定 义 的 拟 序 所 对 应 的 极 
小 代数 是 4@PB。 

3 。 证 明 ，C@C=C 申 C〈C 作 为 尺 上 的 代数 )。 这 个 例 
子 表明 ， 单 代数 的 张 量 积 不 一 定 是 单 代数 。 

4 。 从 4 到 4 的 线性 映射 6 叫 作 代 数 A 的 微分 ， 若 任 
取 元 素 obE .4，9(ab) = a(6b) + (Gq)b，, 

a) 证 明 ， 取 定 zE 4, 由 公式 9xa = az- za 定义 的 映射 是 
代数 4 的 微分 。 叫 作 内 微分 。 

5b) 证 明 ， 若 9 是 代数 4 的 微分 ， 则 由 公式 


To) = (G Oa “) 


定义 的 映射 了 ， pp 

c) 证 明 ， 任 意 中 心 单 代数 的 微分 是 内 微分 。( 提 示 ， 利 
用 论断 b) 和 Skolem-Noether 定理 。) 

5。 设 4 是 单 代数 ，B 是 它 的 中 心 单子 代数 ，B' = 
C4《B)， 证 明 ， a) B' 是 单 代数 ，6) [B:K] [B’:K]= 
[4;K] c) 车 B' 之 Man《D)， 则 4@B'~M，(D)， 并 且 m 
整除 n。 

举 出 一 个 例子 ， 使 C4(B/) 号 

6 。 考察 有 理 数 域 Q 上 的 代数 刀 ， 它 以 {1， 六 户 身 
为 基 ， 有 下 述 乘法 表 : 
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(验证 这 是 代数 ) 。 

a) 证 明 ，D 是 中 心 可 除 代数 。 

6b) 验证 ，L1=Q[ 门 及 L,=Q[ 四 是 DD 中 不 互相 同 构 的 
极 大 子 域 。 

a 证 明 ， 车 DD!，D, 是 域 K 上 的 中 心 可 除 代 数 ， 且 知 
[D1:K] 与 [D,:K) 互 素 ， 则 D8D, 也 是 可 除 代数 。( 提 
示 : 令 DIG@D: = M,(D), 用 两 种 方法 计算 D,@®D,@D,°， 
从 中 得 到 n 整除 CD,:K].) 

8 。(Dickson 定理 ) 证 明 ， 中 心 可 除 代 数 的 两 个 元 素 
共 示 ， 当 上 且 仅 当 它们 有 相同 的 极 小 多 项 式 ， 

9 。(Hilbert 定理 ) 设 工 是 域 , $ 是 域 L 的 自 同 构 。 


考察 形 如 >, a;t' 的 “ 备 级 数 ”， 此 处 a; E 工 ，! 是 某 个 符号 


i 


(“变量 "”) ， 记 号 i> - co 表明 ， 这 一 级 数 中 仅 含有 限 个 负 
指数 。 级 数 的 加 法 定义 如 常 > aif + > bif'= > Gai 


+6;)t', 而 乘法 根据 公式 : ta=plo)t (a€EL) 和 a > ai 
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= > (aai) ti 定义。 


a) 验证 ， 在 如 上 定义 的 运算 之 下 ， 级 数 的 集合 组 成 可 
除 代数 LCCt，g2)。 称 为 Hilbert 可 除 代数 。 

5b) 设 K= {aELlp(a) =a} ，n 是 9g 的 阶 ， 即 使 "成 但 
等 映射 的 最 小 自然 数 〈 若 这 种 自然 数 不 存 在 ， 则 阶 为 ce)》 证 
明 ， 当 nn 去 co 时 ，Hilbert 可 除 代 数 的 中 心 是 KCC1"))， 车 
亲人 兰 25， 则 为 K。 

c) 和 苞 造 一 个 无 限 维 中 心 可 除 代数 的 例子 。( 提 示 ; 把 有 
理 函 数 域 K(z) 当 作 工 。) 
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第 五 章 Galois 理论 


在 本 章 中 ， 我 们 以 双 模 和 张 量 积 为 工具 研 究 域 的 扩 
张 ， 即 Galois 理论 。 


$1 域 论 初步 


我 们 要 用 到 域 的 结构 及 其 扩张 的 一 些 已 知 结果 。， 
设 天 是 任意 域 ， 户 是 满足 


p 次 

的 最 小 自然 数 ， 如 果 这 样 的 数 存在 ， 则 称 p 为 域 K 的 特征 。 

如 果 这 个 数 不 存在 ， 即 任 取 自 然 数 m，m:1x# 0 ， 则 称 
域 K 的 特征 是 0 。 因 为 从 不 等 式 p=mn 可 得 pl1= (ml) Cnl)， 
域 K 的 特征 一 定 是 素数 (或 0 )。 

设 域 K 的 特征 为 0， 这 时 从 nm 得 ml 类 pl， 可 以 将 元 
素 性 与 数 n 等同 起 来 ， 认 为 域 K 包 有 自然 数 集合 。 又 (~ 1 
= -nl， 把 -ni 与 数 -n 视 为 等 癌 ， 将 整数 集 看 作 域 天 的 子 
集 ( 子 环 )。 最后， 考察 表达 式 n1/m1, 我们 可 以 把 整个 有 理 
数 域 Q 嵌入 域 天 。 

如 果 域 K 的 特征 是 素数 p， 情 况 更 加 简单 ， 这 时 ， 形 如 
nl1 《0 <n<p) 的 元 素 本 身 组 成 了 一 个 域 ， 与 模 p 的 同 余 类 
域 夏 (p) 辐 构 。 
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显然 ， 域 Q 和 灭 ( 记 不 再 包 有 真子 域 。 具 有 这 种 性 质 的 
域 叫 作案 域 。 将 我 们 的 讨论 综合 起 来 ， 得 到 下 述 定理 。 

定理 1.1 任意 域 K 都 包含 一 个 素 域 ， 同 构 于 Q ( 当 K 
的 特征 是 0)， 或 下 (p) (当天 的 特征 是 p，p>> 0)。 

推论 1,2 车 域 K 是 有 限 的 ， 则 下 中 元 素 的 个 数 等 于 
p"， 此 处 p 是 素数 。 

证 ， 有限 域 的 特征 不 会 是 0 , 即 对 某 个 素数 p,K 必 FF (p) 
而 天 是 下 (bp) 的 有 限 扩 张 。 在 天 中 取 一 组 基 ， 立 刻 得 到 天 由 
访 个 元 素 组 成 ， 此 处 = [下 :天 (bp)]。 

我 们 的 兴趣 基本 上 在 于 给 定 域 K 的 有 限 扩 张 ， 在 这 种 扩 
张 的 构造 与 研究 中 ， 下 述 结果 有 重要 作用 。 

定理 1,3 (Kronecker) 设 p(z) 是 域 K 上 的 既 约 多 项 
式 ，(p(z)) 是 K[zr) 中 由 p(x) 的 售 多 项 式 组 成 的 理想 
(b(z)) = {plz)g(r) g(r) EKCrY} KCzI/Cp(z)) 是 一 
个 域 ， 在 此 域 中 多 项 式 b(z) 有 根 。 反 之 ， 车工 是 域 K 的 扩 
张 ，p(z) 在 工 中 有 根 a， 则 天 Ca] 一 KCz]/(Cb(Cz))。 

证 ， 记 7= (p(x)), 在 商 代数 KCz3/T 中 考察 类 Zz = z+ 
7。 由 商 代数 中 运算 的 定义 知 bpCz)= bz) + 了 = 0。 即 z 是 
思 (z) 的 根 。 再 来 验证 人 Cz]/7 是 域 。 

设 二 = f(z) + 了 是 KCz]/7 中 的 非 0 元 ， 即 F(z) #1, 这 
时 多 项 式 F(z) 与 bp(z) 互 素 。 所 以 存在 多 项 式 AhCz) 和 9(z)， 
使 1=f(z)hCz)+plz)gbz)。 记 有 =h(z) +7， 在 商 代数 
KLzJ/1 中 ， 有 fh=1.。 

反之 ， 设 工 是 天 的 扩 域 ，aE 工 是 p(x) 的 根 。 这 时 p(x) 
= yeo(z)。 定 义 同 态 p: KCzJ->L，gqg(f(z)) = /ao)， 从 同 态 
基本 定理 得 到 天 Ca]= 天 [z]/7。 
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扩张 KCr]/J 是 有 限 的 : 若 p(x) 的 次 数 为 1+， 易 验 1， 
z，X?，"…，X "1! 是 KCr)/1 的 基 。 

从 Kronceker 定理 可 得 下 述 重 要 推论 。 设 1(7) 是 域 K 
上 的 任意 多 项 式 ，p (zx) 蚌 它 的 既 约 因子。 这 时 在 域 K,= 
KCrj/(p(r)) 中 多 项 式 plr)， 从 而 f(z) 有 根 al， 按 照 Be- 
zout 定理 ，f/(x) = (x -al)f1(7) .继续 这 一 过 程 ， 我们 得 到 
了 一 系列 扩张 “KCK,C…， 这 样 ， 在 K; 当中, 多项式 
flz) 有 i 个 根 (包括 重 根 )。 由 此 可 知 ， 若 /(z) 的 次 数 为 n， 
则 在 域 K, 中 ，f (x) 可 以 分 解 成 线性 因子 。 

称 工 为 多 项 式 f(z) 的 分 列 域 ， 如 果 f(z) 可 以 在 虐 中 分 
解 成 线性 因子 ， 而 在 工 的 任意 真子 域 中 ，/(z) 都 不 能 分 解 
成 线性 因子 。 

定理 1.4 任 取 多 项 式 f(z) EK[z)， 则 f(z) 的 分 裂 域 L 
存在 、 且 任意 两 个 分 裂 域 同 构 。 

证 ,分裂 域 的 存在 性 从 上 述说 明 中 得 到. 今 对 f(z) 的 
次 数 做 归纳 法 证 明 其 唯一 性 。 归 纳 的 基础 mw= 1 是 平凡 
的 ， 此 处 =。 

设 /(z) 是 nn 次 多 项 式 ，L 和 上 ' 是 它 的 分 裂 域 ，p(zx) 是 
f(z) 的 既 约 因子 (在 域 K 上 )。 这 时 p(z) 在 工 中 有 根 a， 在 
域 L' 中 有 根 ar。 从 Kronecker 定理 知 ， 域 KCa] 与 KCa’ 
同 构 ， 将 二 者 等 同 起 来 ， 可 以 认为 上 与 L' 包含 公共 的 子 域 
五 ,= 天 [Ca]。 

但 这 时 工 与 7’ 是 域 K; 的 扩张 。 而 且 是 K, 上 的 n~ 1 


(9) 应 当 指 出 ， 在 这 个 序列 中 ， 包 含 关系 不 一 定 严 格 。 例 如 ， 
车 P(z) 是 线性 多 项 式 ， 则 Ki =。 
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次 多 项 式 f,(r) = f(r)/(z -a) 的 分 裂 域 . 由 归纳 假设 ， 了 ~ 
工 *， 即 为 所 证 。 

现在 来 证 明 分 裂 域 虐 是 基础 域 K 上 的 有 限 扩 张 。 由 于 上 
是 由 的 一 系列 有 限 扩张 得 到 的 域 K, 的 子 域 ， 我 们 的 论断 
是 下 述 结 果 的 特例 。 

定理 1.5 若 K =KoCKiC…CK,_1CK, 是 一 系列 域 
对 任意 i,，K,,, 是 天 ; 的 有 限 扩 张 ， 则 K, 是 的 有 限 扩 张 ， 


目 CK,: Ky = [[CK:K，。 
i=1 


证 ， 时 然 只 需 证 = 2 的 情形 ， 一 般 结 果 可 由 归纳 法 得 
出 。 

设 KCFCL， 且 CF:Kj=n，[L:Fj=m。 取 下 在 K 
上 的 一 组 基 {a1， ‘1 an}, 和 工 在 下 上 的 基 {b， 9 on。 
这 时 任意 下 的 元 素 形 如 >》 aiai, 此 处 wEK, 而 任意 工 的 元 


一 
iml 


素 形 如 >) B,6;， 此 处 B,E 所 ， 车 将 B; 写成 Bi = 和) aisais 
1-1 站 


m 


auEK， 我 们 得 到 > Bib,= a0'b,, a EK, 即 {aibi} 


jel i 


是 玉 上 向 量 空间 工 的 生成 元 素 、 另 一 方面 ,车 >, ais aib= 


0， 从 {6} 在 玉 上 的 线性 无 关 性 知 ， > wot= 0 对 任 
-1 


意 了 成 立 ， 又 从 {qi} 在 天 上 的 线性 无 关 性 知 ，ci = 0 对 一 
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切 六 了 7 了 成立， 即 元 素 ob 在 域 十 线性 无 关 ， 于 是 ,我们 
得 到 域 工 在 域 及 上 的 一 个 基 {0:8,} ， 它 包含 nm 个 元 素 ， 这 
就 证 明了 定理 。 


$2 有限 域 Wedderburn 定理 


我 们 利用 以 前 得 到 的 结果 来 描述 有 限 域 ，〈 甚 至 任意 有 
限 除 环 ! ) 先 证 明 一 个 有 关 交 换 群 的 预 更 。 

预 理 2.1 若 在 交换 人群 G 中 有 mm 阶 和 7 阶 元 素 ， 则 G 有 
k 阶 元 素 ， 此 处 其 m 和 和 1 的 最 小 公 倍数 。 

证 设 f 是 m 阶 元 ,> 是 nn 阶 元 若 m,n 工 素 ， 则 &= 
mn， 朋 (xy)*= zy*= 1 。 反 之 ， 车 (zy)!= 1， 则 Zz!= yl 
元 素 zx! 与 y! 有 相同 的 阶 。 但 元 素 x! 的 阶 是 m 的 因子 ,而 
入 的 阶 是 产 的 因子 ， 从 而 zi=y= 1， 即 1 被 m 与 #4 除 尽 ， 
所 以 被 上 除 尽 。 

在 一 般 情况 下 ， 我 们 将 m 和 分解 成 素 因子 的 乘积 ， 并 
对 每 一 个 素数 p， 在 mm 或 a 中 取出 形 如 p! 的 因子 , 此 处 + 是 
户 在 中 出 现 的 次 数 。 这 时 m 与 分解 为 乘积 m=mom’， 
n=non/，k=mono， 县 mo 与 no 互 素 。 

元 素 z' =z” 和 w=y” 有 相应 的 阶 m。，no， 因 此 元 
素 z'y 的 阶 是 mono =A， 即 为 所 证 。 

下 述 定 理 是 这 个 预 理 的 直接 推论 。 

定理 2.2 域 的 乘法 群 的 有 限 子 群 是 循环 的 。 特 别 地 ， 
有 限 域 的 乘法 群 总 是 循环 的 。 

证 : 设 C 蚌 域 K 的 乘法 群 的 子 群 ， 有 7 个 元 素 。 从 引 
理 2.1 知 ， 在 G 中 有 元 素 9， 其 阶 为 mn，G 的 任意 元 素 的 阶 
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整除 m。 因 此 任 取 元 素 a€G，a"= 1， 即 G 的 任意 元 素 是 
方程 "1= 0 的 根 。 从 而 nm。 这 就 立刻 推出 n=m，g 是 
群 G 的 生成 元 。 

定理 2.3 对 任意 素数 户 和 任意 自然 数 "， 存 在 唯一 (在 
同 构 意 义 下 ) 一 个 p' 元 域 。 

证 ， 设 K= 矿 (p)， 考 察 K 上 的 多 项 式 1Gz) = xz -zx。 
令 工 为 其 分 裂 域 ，S 是 f(x) 在 工 当 中 的 根 的 集合 。 由 于 
jz)=- 1，f(z) 没有 重 根 ， 即 S 由 yp" 个 元 素 组 成 ,但 
aES， 当 上 且 仅 当 ar"=a， 运 用 Newton 二 项 式 定 理 ， 易 见 
at)”"”=ar"+b”"”， 又 因为 (ab)”=ar"b”"”， 及 (a 1!)?”"= 
(a”)-!， 从 而 S 是 工 中 的 域 ,所 以 S=I， 即 工 由 p' 个 元 
素 组 成 。 

现在 没 L' 是 任意 六 元 域 ，CG 是 域 了 的 乘法 群 。CG 由 
包 - 工 个 元 素 组 成 ， 所 以 对 任意 aEG，o := 1 因而 ao” = 
a， 代 上 述 等 式 对 a= 0 亦 真 ， 即 L' 的 所 有 元 素 都 是 方程 
xz -xs 0 的 根 。 由 于 它们 恰好 是 p" 个 ， 所 以 L' 是 f(z) 的 
分 裂 域 ， 由 定理 1.4 知 ，L’ 全 工 。 

从 定理 2.3 可 以 看 到 ， 有 同样 多 个 元 素 的 有 限 域 彼此 同 
构 。 结 合 Skolem-Neother 定理 ， 便 引出 了 下 述 绝 妙 的 结 

定理 2.4(Wedderburn) 任意 有 限 可 除 代数 都 是 交换 
的 ， 即 是 一 个 域 。 

证 ， 设 品 是 有 限 除 环 ， 则 其 中 心 K 是 某 个 有 限 域 , 设 
[LD:K]=d*， 对 玉 上 可 除 代数 DD 的 任意 极 大 子 域 TL， 都 有 
[L:K)=d， 显 然 ， 它 们 都 由 同样 多 个 元 素 组 成 ， 所 以 彼此 
同 构 。 根 据 Skolem-Noether 定理 ， 它 们 是 共 轿 的 。 另 一 方 
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面 ， 任 取 元 素 a€ D， 都 属于 某 一 个 极 大 子 域 ,因此 车 G 是 
可 除 代数 DD 的 乘法 群 ， 瑟 是 这 种 极 大 子 域 工 的 乘法 群 ， 则 
G= UgHg-!， 此 处 g 跑 遍 G。 我 们 指出 ， 玉 到 G 是 不 可 能 
的 。 

我 们 用 ” 表 G 的 阶 ，m 表 玉 的 阶 ， 从 G= Ugfig"! 推 
出 mn<<mhk， 此 处 是 形 如 g 玉 g-! 的 不 同 子 群 的 个 数 〈 因 为 
它们 都 含有 单位 元 ),。 但 车 g1=gh,， hEH， 则 gHg1™'= 
9g 杂 9 ,从 而 R 不 超过 万 在 G 中 的 指数 i。 这 与 Lagrange 
定理 矛盾 ， 因 为 根据 后 者 应 有 n= mi。 

这 样 必 有 =G， 即 工 =D， 定 理 证 毕 。 


§ 3 分 离 扩张 


现在 转 来 研究 任意 域 的 有 限 扩张 ， 像 前 一 章 一 样 ， 代 数 
L@BL (此 处 L" = 工 ) 将 起 重要 作用 。 因 此 需要 关于 域 的 张 
量 积 的 结构 的 情况 。 

下 面 ， 我 们 需要 利用 在 一 些 不 同 域 上 (基础 域 K 上 ， 
以 及 K 的 任意 扩张 上 〉 的 张 量 积 。 在 域 LK 上 的 向 量 空 
间或 代数 ) 的 张 量 积 记 作 @:， 这 时 易 验 ,命题 .2.3 的 结 
合 公式 变 成 了 更 一 般 的 形式 ,如果 LCM 是 域 K 的 两 个 扩 
张 ,0 是 工 上 的 向 量 空间 ,信和 WV 是 村上 的 向 量 空间 ， 
则 (WD@V) 四 sw 矿 =~U@CGG@w 丈 ) 。 这 个 公式 的 证 明 留 给 
读者 。 我 们 将 把 @x 简 记 作 @。 

先 考察 最 简单 的 情况 ， 有 一 个 因子 是 单 扩张 ， 即 形 如 
KCa), 

命题 3.1 设 工 和 下 是 域 K 的 有 限 扩 张 , 且 玉 =KCa)， 
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a 在 K 上 的 极 小 多 项 式 是 p(z) .这 时 L@F LCz)/(p(z))。 

证 :显然 ，ZLCE 和 作为 工 - 代数 是 代 区 :ZLGF = 
LC1@a) ,因此 将 f(z) ELCz 对 应 到 元 素 FIG@o ELBP 
我 们 就 得 到 工 [z] 到 工 @F 上 的 同 态 。 

这 样 7@ 严 ~Zrrl/GniGr))， 此 处 mlz) 是 1@a 在 LL 上 
的 极 小 多 项 式 。 但 显然 p(B) =13pla) =0， 且 元 素 1， 
1@a，…，1@o 1 (nn 是 p(z) 的 次 数 ) 在 工 上 线性 无 关 。 
从 而 m(z) = b(z)。 命 题 证 毕 。 

预 理 3.2 若 1(z) = 广 (z)… 让 (z)， 多 项 式 三 (z) 


放 (z) 两 两 互 索 ， 则 KCmVCGD)s 1 Krz/GcD)。 
i=l 


证 : 记 7= (f(z))，7;=(f;(z))。 我们 将 商 代数 KCz)/ 
《f(z)) 中 的 每 个 类 g(x) +7 了 对 应 到 (g(xz) + 了 1，g(x) + 了,， 


…，g(z) + 7D E TT Ka/1i。 这 显然 是 代数 同 态 并 且 是 音 


的 ， 因 为 车 g(x) 被 全 部 fi(x) 整除 ， 则 由 互 素性 知 9(z) 被 
它们 的 乘积 1(z) 整 除 。 但 代数 KCz)/1 的 维 数 是 2 ， 此 处 ? 
等 于 /(7) 的 次 数 ,而 代数 KCzI/1; 的 维 数 是 my mi 等 于 fi(7x) 


的 次 数 。 由 于 KCa/1 与 亲 KfzD/1; 的 维 数 相等 ， 这 个 单 


同 态 必 须 是 同 构 。 

推论 3.3 代数 Kcr]/(f (x)) 是 半 单 的 ， 当 且 仅 当 多 项 
式 f(x) 没 有 重工 约 因子 。 

证 ， 设 fxz) = bz p(x)， 紫 处 pi(r),…，ps(x) 是 
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不 同 的 两 两 互 素 的 多 项 式 ， 则 KRCz]/CACD)= T 


ie1 

KErJ/(pi(z))， 而 KCzJ/(pi(x)) 是 域 (根据 Kronecker 
定理 )， 即 此 代数 是 半 单 的 。 若 f(z) =p*(x)g(r)， 则 易 见 
plz)g《z) 所 在 的 类 是 KCrI/(f 《zr)) 中 的 非 0 寡 零 元 。 

推论 3.4 在 命题 3.1 的 条 件 下 ， 代 数 L@F 半 单 ， 当 且 
仅 当 多 项 式 p(x) 在 域 1, 上 没有 重 既 约 因子 。 

推论 3.5 设 斑 =K(a) 是 单 扩张 ， 且 a 是 其 极 小 多 项 式 
p(x) 的 单 根 、 则 对 任意 半 单 交换 代数 4，4G@F 半 单 ， 

证 ， 按 Weierstrass-Dedekind 定理 将 4 分 解 成 域 的 直 

!， 由 之 我 们 看 到 ， 只 要 验证 形 如 L@F 的 代数 的 半 单 性 即 

可 ， 此 处 工 是 域 , 根据 推论 3.4， 需 要 证 明 ，p(z) 在 工 中 没 
有 重 既 约 因子 。 

设 g(z) 是 p(x) 在 域 上 上 的 重 既 约 因子 ， 了 / 是 了 的 扩 
张 ， 在 了 中 g(z) 有 根 0%。0 是 jp(z) 的 重 根 .但 由 Krone- 
cker 定理 ，K56] 之 Kta])， 从 而 a 是 p(z) 的 重 根 , 与 所 没 矛 
盾 。 、 

域 忆 上 的 既 约 多 项 式 p(z) 称 为 分 离 的 ， 若 在 K 的 任意 
扩 域 中 ,p(x) 均 无 重 根 。 推 论 3.5 的 证 明 指 出 , 对 于 这 一 点 ， 
只 要 plz) 在 某 个 扩 域 中 有 一 个 单 根 即 可 。 

- 有限 维 可 除 代 数 的 元 素 o 称 为 分 离 的 ， 若 它 的 极 小 多 项 
式 是 分 离 的 。 

定理 3.6 对 域 K 的 任意 有 限 扩张 工 ， 下 述 条 件 等 价 ， 

1) L@L 是 半 单 代数 ， 

2) 任 取 半 单 交 换代 数 4， 代 数 4Q@Z 半 单 ， 

3) 域 工 的 任意 元 素 是 分 离 的 8 
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4) 工 = KCal，…，atJ]， 此 处 元 素 ai; (Ci=1，…，1) 是 
分 离 的 。 

证 ，2) 一 1) 和 3) 之 4) 显然 。 

1) 之 3) 设 a 是 工 的 非 分 离 元 , 已 =KCo]。 则 o 是 自身 
的 极 小 多 项 式 的 重 根 ， 由 推论 3.4， 工 @F 不 是 半 单 代数 ， 
代数 工人 了 二 LOF 也 不 是 半 单 的 。 

4 过 2) 对 4 作 归纳 。 归 纳 的 基础 4= 1 的 情形 是 推论 
3.4。 记 太 = KCtar]， 则 下- 代数 4r = A@F 半 单 , 但 4@L 
二 4rQrL， 而 L=Frlai, oy O11)s 由 归纳 假设 4@Z 半 
单 。 定 理 证 毕 。 

满足 定理 3.6 的 诸 等 价 条 件 的 扩张 叫 作 分 离 扩张 。 

推论 3.7 给 出 域 的 升 链 K=KoCKiC…CK,=L, 此 
处 Ki 是 Ki-1 的 有 限 扩张 则 工 在 K 上 是 分 离 的 ， 当 且 仅 
当 每 一 个 ;在 Ki-! 上 是 分 离 的 。 

证 ， 只 要 证 n= 2 时 成 立即 可 。 若 天 在 天 上 分 离 ， 而 
上 在 Ki 上 分 离 ， 则 L@L>L®@ (KIOKL)>ABriL， 此 
处 4= LOOK, 是 半 单 代数 。 所 以 二 名/ 是 半 单 代数 ， 即 工 
在 K 上 分 离 。 

另 一 方面 ， KK, 是 LBL 的 子 代 数 ， 所 以 从 L@L 的 
半 单 性 可 知 尺 ,BOK, 的 半 单 性 。 考 察 代数 L@xk, 工 并 给 出 映 
射 /: LB@BL>LBn1L， 将 a@b 变 为 Ok1b。 易 验 ，f 是 满 
的 代数 同 态 。 这 说 明 L@k1L 同 构 于 L@L 的 商 代数 。 但 半 
单 代 数 的 商 代数 是 半 单 的 ， 因 此 ， 从 工 在 K 上 的 分 离 性 得 
到 工 在 K， 上 的 分 离 性 。 

域 K 称 为 完全 的 ， 若 K 的 任意 有 限 扩张 都 是 分 离 的 
或 ECz] 的 任意 既 约 多 项 式 都 是 分 离 的 。 易 得 下 述 关 于 完全 
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性 的 检验 准则 。 

定理 3.8 特征 为 0 的 域 是 完全 的 。 特 征 为 p 的 域 K 是 
完全 的 ， 当 且 仅 当 任 取 aEK， 方 程 z? =a 可 解 。 

证 ， 若 1 (7) 是 既 约 多 项 式 ，/' (x) 是 其 导数 ， 则 f 与 1 
或 者 互 素 ， 或 f 整除 //， 显 然 ， 后 者 仅 当 f' (x) = 0 时 才 有 
可 能 .。 设 /rz =com+am 1+…+a ao 类 0， 则 六 (Cr) 
=)aoxc +O-l)xoa +…+ois 若 天 是 特征 0 的 域 ， 
则 nao 码 0， 即 f/(z)0, 故 f 与 1' 互 索 ,所 以 f(z) 在 
域 天 的 任意 扩张 中 没有 重 根 ， 是 分 离 的 。 若 天 是 特征 p 的 
域 ， 则 /' (zx) = 0 当日 仅 当 f(z) 形 如 Box?*+Bizx? 1) +… 
+B,。 设 方程 z?=pP; 有 解 y;EK。 则 f(x)= (port+ypir! 
+ 二 p24)?， 即 f(z) 可 约 。 若 方程 z? = a 对 某 个 a€EK 无 解 ， 
则 在 多 项 式 f(x) = x? -a 的 分 列 域 中 ， 等 式 f(x) = (z-B)? 
成 立 ， 此 处 B*?=a， 从 而 得 到 多 项 式 1(x) 的 不 可 分 离 性 。 定 
理 证 毕 。 

推论 3.9 ”有限 域 是 完全 的 。 

证 : 设 天 是 特征 p 的 有 限 域 ,， pg: K>K 将 元 素 a 变 为 
ca 车 a?=PBr?， 由 a?- pr?= (a-P)? 推出 a=p, 9 是 单 射 。 
从 KK 的 有 限 性 知 ，g 是 一 一 对 应 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 ， 


84 正规 扩张 Galois 群 


我 们 现在 来 研究 本 章 的 基本 问题 ， 有 限 扩张 的 自 同 构 。 
利用 在 第 四 章 〈81， 例 2, 3 ) 中 建立 的 自 同 构 与 双 模 之 间 的 
联系 。 

设 工 是 域 K 的 有 限 扩张 ,o 是 工 的 自 同 构 , 则 。 工 是 工 - 双 
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模 ， 其 中 工 的 算 子 作用 在 右边 ， 吉 同 正则 工 ~ 模 ， 而 左边 按 
公式 azx= zo (lq) 定义 。 反之， 车 M 是 工 - 双 模 , 具有 CM:L) 
=149)， 则 作为 右 工 - 模 M ~ 工 ， 将 元 素 aE 工 与 右 雹 - 模 M 
的 自 同 态 z>az 视 为 同一 ， 可 得 同 态 L>EL(M) 之 KL， 即 域 
工 的 自 后 和光 。 所 以 ， 对 于 自 同 构 a，M~。L， 易 验 ，。 叶 = 
志 ， 当 且 仅 当 o = r。 

于 是 ， 我 们 建立 了 域 工 的 自 同 构 集合 与 一 维 (在 工 上 ) 
工 - 双 模 的 同 构 类 之 闻 的 一 一 对 应 。 一 维 双 模 显然 是 单 的 ， 这 
样 。 当 把 它 看 作 L@L 上 的 模 ， 我 们 便 得 到 下 述 结果 。 

定理 4.1 域 工 的 自 同 构 与 同 构 于 工 的 ， 代数 
LL/rad(L@L) 的 单 分 量 之 间 存 在 着 -- 一 对 应 。 

从 维 数 的 简单 计算 可 得 下 述 推论 。 

推论 4.2 域 忆 的 互 不 相同 的 自 同 构 的 个 数 不 超过 
EL:KJ]， 仅 当 工 分离 时 它 才 可 能 等 于 CL:Kj, 

车 工 恰 有 CL:K) 个 不 同 的 自 同 构 ， 则 称 工 为 正规 的 。 
根据 定理 1.1， 这 就 等 价 于 有 同 构 L&I>L'。 正 规 扩 张 水 远 
是 分 离 的 。 

推论 4.3 车 域 K 的 扩张 工 是 正规 的 ， 而 ECK,CL， 
则 域 必 ,的 扩张 工 也 是 正规 的 。 

证 ， LBxiL 是 LL 的 商 代数 〈 看 推论 3.7 的 证 明 ) ， 
而 元 的 任意 商 代数 形 如 工 ”， 其 中 m<m。 

域 天 的 扩张 工 的 自 同 构 显 然 组 成 一 个 群 ， 记 作 
G(L/K)。 当 扩张 是 正规 的 ，G (L/K) 称 为 它 的 Galois 群 。 

0 原 虹 上 说 ， 要 区 别 1 在 工 上 的 左 维 数 和 右 维 数 ， 但 从 绎 
数 的 有 限 性 知 ， 它 们 是 相 每 的 ， 都 等 于 CM: KI/CL:KI。 
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- 域 上 的 元 素 a 叫 作 自 同 构 o 的 不 动 点 ， 若 cec) =a。 这 
就 等 价 于 说 ， 在 双 模 。L 中 ，ozx=za 对 任意 xzE 江 成 立 。 
若 互 是 GCL/AK) 的 子 集 ， 称 元 素 oc 工 是 H 的 不 动 点 大 
任 取 o€ 丹 ，a 是 o 的 不 动 点 。 子 集 采 的 不 动 点 组 成 上 的 
子 域 ， 叫 作 于 的 不 动 域 ， 记 作 InvH，。 

定理 4.4 下 述 条 件 等 价 ， 

1) 域 去 的 扩张 工 正规 

2)InvC(L/K) = 天 

3) 工 是 某 个 分 离 多 项 式 f(x) EK[z)] 的 分 裂 域 。( 多 项 式 
称 为 分 离 的 ， 若 其 既 约 因子 都 是 分 离 的 。) 

证 ，1) 僵 2) 记 K1=InvG(L/K)。 则 工 是 K, 的 扩张 ， 
且 CGCL/K) =G(L/K,), 这 在 大 ,去 上 时 是 不 可 能 的 ， 因为 
群 GCL/K) 的 阶 等 于 CL:k]。 

2) 念 3) 设 a 是 工 的 任意 元 素 。 将 GC(L/K) 中 的 一 切 自 
同 构 作用 于 a， 并 写 出 所 得 到 的 全 部 不 同 的 元 素 ; a=al， 
4z，""…，Qh。 考 察 多 项 式 f(T)=(r-a0) (rT- a 在 任 
意 自问 构 oEGCL/A) 下 不 变 。 所 以 f(x)EKCzJ, 也 就 是 
说 ，a 是 KCz] 上 的 分 离 多 项 式 的 根 ， 它 在 域 工 中 分 解 成 线 
性 因子 。 

在 工 中 取 某 个 生成 元 系 《 例 如 基 ) 元 = 天 [ooi]， 
并 对 每 个 oi 建立 分 离 多 项 式 f(x)，fi(x) 有 根 of ， 且 在 工 
中 分 解 成 线性 因子 。 则 工 是 域 八 上 的 分 离 多 项 式 /Gz) = 
f1《7D)…fi《z) 的 分 询 域 。 

3) 二 1) 对 多 项 式 f(z) 的 次 数 df 作 归 纳 法 。 归纳 的 基 
础 d= 1 的 情形 蚌 平 凡 的 《L=k)。 设 对 d 一 1 次 多 项 式 定 
理 真 ， 
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令 卫 = 开 [o，…，o， 此 处 woi 是 f(z) 的 根 。 记 K, = 
K[wm1), 工 是 K, 上 的 d - 工 次 多 项 式 F(z) VCz- ol) 的 分 裂 域 ， 
所 以 了 在 K 上 正规 ， 工 ~ 工 ， 但 LQL~ (LBK BL. 
我 们 来 说 明 L@K, 的 结构 。 设 plz) 是 元 素 % 的 极 小 多 
项 式 . 它 是 分 离 的 且 在 氏 中 分 解 成 线性 因子 : p(x)= 
(人 z-aD…CG-a) (qr=@1，41，…，Gas 两 两 不 同 ) 。 但 
[a 之 K| 给 出 了 s 个 不同 的 同 态 o,; 天 -> 三， 且 S= (CK: 
K3)。 相 应 地 可 以 建立 s 个 上 上 的 一 维 K,-L 双 模 。,L。 所 以 
LBK 有 一 商 代 数 ， 它 同 构 于 世 ”， 对 维 数 的 简单 计算 表明 ， 
CR ~ 天 且 了 四 =~ 了: 罗 kx 二 ~”。 定 理 证 毕 。 

推论 4.5 对 域 K 的 任意 分 离 扩张 ,都 存在 着 正规 扩张 
1' 包 有 工 。 

证 ， 设 志 = 天 Co，…，ow 门 此 处 是 分 离 多 项 式 fi(7) 
的 根 ， 则 L’ 可 以 取 多 项 式 f(z) = f(z)…f,(z) 的 分 裂 域 。 


§5 Galois 理论 的 基本 定理 


在 本 节 中 ， 我 们 将 证 明 域 论 的 一 些 中 心 定理 ， 关 于 正规 
基 的 定理 和 Galois 理论 的 基本 定理 。 先 给 出 下 述 有 用 的 结 
果 。 

预 理 5.1 设 4 是 域 K 上 的 代数 ，M、MV 是 4- 模 ,，L 
是 域 K 的 扩张 ，AL=L@A, Mi=L®BM,Ni=L@N(ML 
和 Vi 显然 可 以 看 作 41- 模 )。 若 Mrz= Nrz 是 4L- 模 同 构 ， 
则 M= AN 是 4- 模 同 构 。 

证 ; 将 Mi 入 i 看 作 4- 模 。 因为 上 是 域 K 上 的 n 维 
向 量 空间 ， 有 Mi~>nMM 及 Ni~>nN, 从 而 nM~>nN 再 由 
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Krull-LLanm 定 理 得 到 M~N。 

设 工 是 域 K 的 扩张 G=G(L/K)，KG 是 域 K 上 GG 的 
群 代数 ( 看 第 一 章 $1 例 6)。 则 工 可 看 作 左 KG- 模 ,为 此 ， 
对 任意 acEL， 令 ( > oogja= > Qeg (a) 即 可 。 


定理 5.2 扩张 工 是 正规 的 ， 当 且 仅 当 工 作为 左 KG- 模 
与 左 正则 KG- 模 同 构 。 

证 ， 如 果 作 为 左 KG- 模 , L 之 KG， 则 [CKG:K)=[L:K) 
但 [KG:K)=(G:1)〈 群 G 的 阶 )， 从 而 工 是 正规 的 。 

反之 ， 设 工 是 正规 扩张 。 将 LQL 看 作 代 数 L@KG 过 
LG 上 的 左 模 。 由 预 理 5.1， 我 们 只 须 证 明志 Q@L、ZC。 

但 LL 作为 自身 上 的 模 〈 或 二 上 的 双 模 ) ， 分 解 成 直 
和 ZLQL=~ 四 设 1 = 了 ec 是 对 应 的 单位 元 的 分 解 。 


oes 


易 验 ， 映 射 +-->gz 是 代数 L@L 的 自 同 构 ， 所 以 ge。 是 这 个 
代数 的 本 原 寡 等 元 ， 由 定理 下 .5.1, 有 元 素 rEG， 使 gev = 
er。 从 双 模 ,的 定义 易 知 ， 任 取 aEZL，age。 =gevr(a)。 

因为 对 z= ZaiQbELQL，9gz= 了 Yao@9b， 而 对 任意 
caEZ 有 az=Yaai@b，agrz=9gdqrz。 从 而 agev= goev= 
gles0 (qa))= ges(go(a)), B 即 t= go, 

也 就 是 说 ge。= eo。。 将 元 素 oE€LG 与 元 素 e。 对 应 起 
来 ， 就 得 到 LG- 模 同 均 LG 守 L@L* 。 定 理 证 毕 。 

我 们 指出 ，KG- 模 问 构 之 KG 意味 着 存在 元 素 。 EL， 


#) foE G3 是 LG 在 L 上 的 一 个 基 ，fes，o6 Gl 是 LB@ 工 在 上 
上 的 一 个 基 ， 由 此 两 基 所 决定 的 同 构 是 模 辐 构 一 一 译 者 注 
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使 元 素 a(oO)， 当 吕 跑 让 C 时 组 成 工 的 基 。 这 种 形状 的 基 
称 为 正规 基 ， 而 定理 5.2 是 关于 正规 基 的 定理 。 

推论 5.3 ”正规 扩张 是 单 扩 线 。 

证 取 元 素 o@， 使 Co) 组 成 扩 域 的 基 ， 则 ao) 是 极 小 
多 项 式 me(z) 的 根 ， 其 次 数 等 于 工 的 维 数 ， 从 而 二 = 天 Co]。 

从 正规 其 定理 立即 推出 Galois 理论 的 基本 定理 。 

定理 5.4 设 工 是 域 K 的 正规 扩张 ，G=G(L/K)。 任 
取 世 的 子 域 瑚 ， 用 InyF 表 示 CG 中 的 子 群 ， 它 由 全 体 使 
9g (a) =a 的 元 素 o 构成 ,其 中 是 不 的 任意 元 素 。 这 时 有 ， 

1D) 任 取 子 群 ECC，Inv(lnvy 厅 万 ,而 任 取 子 域 CD， 
InvCInvF) = 1 

2) 将 于 倍 二 与 子 域 Inv1z 对 应 起 来 ， 可 以 得 到 Galois 
群 的 子 群 与 乙 的 子 域 之 间 的 一 一 对 应 ， 并 有 五 忆 末 ，， 当 且 
仅 当 InvHCInvH ,sy 

3) 任 取 末 域 Fnvi GL/)， 

急于 域 广 攻 让 帘 的 ， 当 旧 仪 当 [nv 是 正规 子 群 ,这 时 
CC AAA)、C/invr。 

证 ， 显 然 , Inv(Invy17)22?, 而 Iny(Inv 瑚 ) 二 严 。 计 算 域 
Inv11 的 维 数 。 为 此 ， 我 们 利用 左 KG - 模 的 同 构 对 应 工 
玫 C。 在 这 个 同 构 对 应 下 ，Iny17 映 成 子 空间 VCKG, 它 由 
满足 cz=z 的 元 素 z 组 成 ,此 处 o 取 裔 坟 。 将 z 写 成 z= 
这 og 的 形状 ， 则 对 妃 的 任意 元 素 o，oz= 六 oo(og)， 


DeG BEG 
从 而 co= oo (wn ， 对 G 的 确定 元 素 9， 形 如 > og 的 元 素 
os 


组 成 这 的 基 。 这 种 形状 的 不 同 元 素 的 个 数 等 二 九 在 G 中 的 
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陪 集 的 个 数 ， 即 (C : 妃 ) 。 从 而 CIny 互 :KEI=(G :万 )。 

另 一 方面 ， 域 工 在 任意 子 域 下 上 正规 (推论 4.3) 。 从 
而 有 LL: 下 J 个 工 的 自 同 构 ， 使 下 的 元 素 不 动 , 即 群 InvZ 的 
阶 等 于 [ 工 :已 ]。 

特别 地 ， 群 Inv(iny 妃 ) 的 阶 等 于 

CLiInvHI=CL:KI/ UnyH:K) = (G:D/ (G:H)= 
(五 :1)， 从 而 Invy (lnvH) = HH 类 似 地 , 域 Iny (Inv 下 ) 的 维 
数 等 于 (G:InvF)=(G:D/dnvF:1) =CL:KY/ CL:IF) = 
CF:K]， 有 Inv(nvF) = 下 ， 这 就 完成 了 论断 1) 和 2) 的 证 
明 , 并 顺便 建立 了 同 构 GCL/F)InvF， 

现在 计算 Inv(9CF)7), 此 处 9 是 G 的 任意 同 构 ， 如 o€ 
Inv(g(F)), 则 og(la)=gla) 对 任意 a€EF 太 成 立 也 就 是 
g !og(a)=a 而 giog€ElnyF。 从 而 Inv (g(F))= 
9(InvF)9-!, 若 Jnv 严 是 正规 子 群 ， 则 Inv(g(F)) = InvyF， 
即 任 取 9EG，9(CF) = 下 。 这 样 ， 域 工 的 任意 自 同 构 均 可 诱 一 
个 自 导出 域 的 自 同 构 ， 不 难 验证 ， 若 9 与 /诱导 出 域 下 的 同 
同 构 ， 当 且 仅 当 它们 属于 Invy 的 同一 个 陪 集 。 我们 得 到 下 
在 K 上 的 (G:Inv 巴 ) 个 同 构 。 因 为 (G :TnvyF)=[CF:K)， 所 以 
FF 是 正规 的 ,和 且 G(F/K) 之 G/TnvF， 

反之 ,阁下 是 正 舰 的 ， 则 根据 定理 4.4，F 是 分 离 多 项 
式 f(z) € KC5z] 的 分 裂 域 ， 因 为 域 工 的 任意 自 同 构 g 将 f(zx) 
的 根 仍然 变 成 f(z) 的 根 , 故 g(F)=F, 且 gl(lnvF)g!= 
InvF， 也 就 是 说 Inv 下 是 正规 子 群 ， 定 理 证 毕 。 

推论 5.5 域 的 分 离 扩 张 工 仅 包 含有 限 个 子 域 。 

证 : 若 工 是 正规 的 ， 从 Galois 理论 的 基本 定理 立 得 ， 
因为 有 限 群 只 有 有 限 个 子 群 。 对 一 般 情况 ， 只 须 将 工 幅 入 某 
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个 正规 扩 域 中 〈 这 可 根据 推论 4.5 做 到 ) 。 

推论 5.6 分 离 扩张 是 单 扩张 。 

证 ， 由 定理 2.3 和 4.4 知 ， 有 限 域 的 任意 扩张 是 正规 的 ， 
因此 是 单 扩 张 〈 看 推论 5.3)。 所 以 可 以 认为 基础 域 K 是 无 
限 的 。 

域 K 的 分 离 扩 张 仅 有 有 限 个 子 域 , 着 a 是 工 的 元 素 ， 
不 属于 任何 一 个 真子 域 ， 显 然 上 = KCa]。 所 以 证 明 归结 为 线 
性 代数 的 这 样 一 个 事实 。 : 

预 理 5.7 无限 域 上 的 向 量 空 间 不 能 表示 成 有 限 个 真子 
空间 的 并 。 

证 ， 显 然 ， 向 量 空间 广 不 能 表示 成 两 个 真子 空间 三 和 
广 :的 并 # 这 是 因为 若 zi E 庆 入 大 而 zzE 斑 : 必 广 则 zi +za 


既 不 在 广 中 ， 也 不 在 广 * 中 。 现 设 广 = UV， 六 ;是 真子 空 


间 。 我 们 指出 ， 它 们 当中 必 有 一 个 被 包 在 其 余子 空间 的 并 
hs 

事实 上 ， 设 zx, 仅 在 这, 中 而 rz 仅 在 瑚 : 中 ， 则 任 取 非 
0 元 素 aEK,zri+azs 不 在 信 ) UV 中 ,所 以 zi taxs EV's, 
i> 2 。 因 为 a 可取 无 穷 多 值 ， 不 妨 取 域 K 中 的 两 个 不 同 元 
索 a 和 Pp, 使 z+azxs€EV; 且 zx,+pBzrs EV， (对 同一 个 让。 
这 时 zx, EV;， 与 所 设 序 盾 。 

这 样 ， 我 们 可 以 去 掉 一 个 子 空间 , 而 将 信 表 示 成 mw- 1 
个 子 空间 的 并 ,利用 归纳 法 ， 最 后 归结 为 两 个 子 空间 的 情 
况 ， 而 这 是 不 可 能 的 。 
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86 交 又 积 


Galois 理论 提供 了 研究 中 心 单 代数 的 新 途径 .在 本 节 
中 ， 我 们 将 给 出 一 个 构造 方法 ， 它 使 得 我 们 可 以 用 正规 扩张 
的 语言 来 刻 划 Brauer 群 ， 并 对 任意 一 个 中 心 可 除 代数 忆 建 
立 某 个 形 如 M,(CD) 的 代数 。 

首先 建立 下 述 重要 结果 。 

预 理 6.1C(Noether) 设 刀 是 域 K 上 的 中 心 可 除 代数 。 
存在 极 大 子 域 LCD， 在 域 K 上 是 分 离 的 。 

证 ， 车 的 特征 为 0 ， 则 万 的 任意 子 域 都 是 分 离 的 。 
因此 可 以 认为 ， 域 K 的 特征 hp> 0 。 今 证 这 时 一 定 可 以 在 刀 
中 找到 域 K 上 的 分 离 元 素 ， 不 属于 天 。 

任 取 元 素 oE DNK. 设 f(x) = mo(x)。 若 元 素 a 不 是 分 
离 的 ， 则 它 是 不 可 约 多 项 式 f(z) 的 重 根 (在 KCa) 中 ) ， 故 
f(z) = 0， 这 时 f(x) =g(z?)， 对 某 个 g(x) EKCz]。 元 素 
a? 是 多 项 式 g(z) 的 根 。 如 果 它 也 不 是 分 离 的 , 则 又 有 9(z) = 
h(x?)，h(z) E€ KCx]。 继 续 这 一 过 程 ， 我 们 总 可 以 找到 戌 天 
上 的 不 分 离 元 素 6， 而 b? 已 是 分 离 的 。 

车 是 b?EK， 考 察 映射 6 D->D, 将 dE€D 映 到 db- 
bd。 因为 6&K, 存 在 do,ED, 使 5(bo) 坏 0。 同时 6r(d。)= 
dob2- brd。 = 0 ,因为 b?EK。 设 m 是 使 5"(d。) = 0 的 最 小 自 
然 数 ,t=6"!1(d 06),w=6"?(do),4=b-1f， 这 时 t=6(w) = 
wb-bw, 而 6t=0， 即 雪 =6bt， 所 以 wb=bu。 但 从 b= tu-! 
= (wb- bwu =wbu'— bwu = (wu !)b-b (wu!), 
即 b=cb~bc， 此 处 c=wu-!。 同 乘 以 b-!， 得 到 c= 
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1+bcb™!, 

象 对 a 一样， 对 c 找到 方 守 如 =9， 使 元 素 co 在 K 上 是 
分 离 的 。 从 等 式 c=1+bcb-"! 得 到 cx?=1+bec?b-!, 车 cE 
K， 则 c=1+c?， 这 是 不 可 能 的 。 因 此 c*&K。 

现在 不 难 对 维 数 [D:KJ] 进 行 归 纳 完成 定理 的 证 明 。 归 纳 
的 基础 CD:K] = 1 的 情形 是 平凡 的 。 设 对 于 在 中 心 上 维 数 较 
小 的 可 除 代数 ， 预 理 已 经 成 立 。 

在 口中 取 元 素 a€ DNK， 它 在 K 上 是 分 离 的 。 令 下 = 
Kla)，D, = Co(F)， 由 定理 了 .4.6 知 ， 焉 = Cn(D,)， 再 注 
意 到 下 CCD， 由 之 得 已 =CCD)。 但 CD:FDOI<CD:K]。 
由 归纳 假设 知 在 D, 中 有 极 大 子 域 工 ,， 工 在 下 上 是 分 离 的 。 
这 时 [D,:F]I= [L:F3:， 而 [D:K]= [D,:K] [FIK]= 
[FDCREIK]2=[ 工 : 严 ]2 CF:KI: = CL:K)’, pL 是 DD 的 极 
大 子 域 (定理 WN.5.1)。 因 为 政 在 K 上 是 分 离 , 由 推论 3,7， 
工 在 K 上 也 是 分 离 的 。 定 理 证 毕 ，。 

推论 6,2 任意 中 心 单 代数 有 正规 分 裂 域 。 

利用 定理 W .5.1 和 推论 4.5 即 可 证 明 ， 

按照 Brauer 群 的 语言 ， 推 论 6.2 表明 ， 

BrK =UBr(L/R), 


此 处 工 跑 遍 域 K 的 正规 扩张 。 

现 左 设 九 是 中 心 可 除 代数 ， 有 正规 分 裂 域 工 。 根 据 定 
理 W .5.3， 对 某 个 m， 工 可 以 嵌入 代数 4=M。(CD)， 并 且 
54:K]=[L:IK] 如果 caEGCCLI/RK) ， 由 Skolem-Noether 
定理 〈 确 切 地 是 推论 .4.2)，e 可 以 延 拓 为 代数 4 的 内 自 
同 构 。 换 言 之 ， 可 以 在 4 中 找到 可 逆 元 素 oo， 任 取 zEL， 
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or) =aordao !， 成 gor=a(r)q。。 显 然 ,元 素 a。 的 确定 精 
确 到 相差 一 个 与 任意 zxEL 可 交换 的 因子 , 因为 二 = C4(L)， 
所 以 精确 到 相差 一 个 取 自 工 的 因子 。 

如 果 + 是 群 G=G(CL/K) 的 另 一 个 元 素 ， 则 or(z) = 
deo: Xaot， 间 时 ， 

UT(T) =0o(arai!) = qarai!las!= (gogr)r(aoa:) 1!, 从 
而 qoar = )or ao， 对 某 个 ye:E 工 。 也 就 是 说 ,我们 得 到 
了 两 个 自 变量 o、rEG 的 函数 y。,,, 它 取 值 于 域 工 的 习 法 群 
L*， 用 两 种 方法 计算 ca*a。， 得 到 

《aoar) ao = yo, :0000 = Yo, Yor. edorey 
Qo (qiQ0) = Gao. puro = ICDro)aoaee = 0 Cpe.p) Vo, rodorss 
所 以 
PoreVor.o = OP, 0) Yo, ro (1) 
满足 这 个 等 式 的 函数 y 称 为 群 G 的 取 值 于 L* 的 上 循环 

(确切 地 说 是 二 元 上 循环 ) 。 易 验 上 循环 的 乘积 也 是 上 人 循 
环 ， 所 以 可 以 谈论 上 循环 的 群 Z(G， 工 *)，。 

之 ， 设 YEZ(G，L*)， 我 们 来 构造 一 个 代数 4A= 

导 (G， 上 ，7)， 称 之 为 由 上 循环 规定 的 群 G 和 域 L 的 交叉 
积 。 

代数 4(G， 工 ，)) 的 元 素 是 形式 线性 组 合 》) oe。， 此 


o€G 
处 ao 是 域 虐 的 元 素 而 e。 是 某 些 符号 。 
4 上 的 向 量 空间 结构 按 授 常 的 “ 依 华 标 方式 ”定义 ， 乘 
法 按 下 述 公式 定义 ， 
Cxt=0(T)e,, TEL; eoer = Yo, seor 
(上 中 的 元 素 按 原 米 方式 相 乘 )。 记 得 乘法 的 结合 律 由 关于 
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上 循环 的 等 式 (1) 立 得 。 

定理 6.3 A=.A(G, L, 7) 是 域 K 上 的 中 心 单 代数 ， 
而 工 是 它 的 分 裂 域 ， 

证 ， 若 元 素 > aoes 在 4 的 中 心 内 ， 则 特别 地 ， 它 与 L 


的 任意 元 素 可 交换 ， 


a > ao eo = > 《aa。) ev =( p> aoeo )a 
= ao eu G = 六 Qo (qa)eos 


< 一 
o 


即 只 要 oo#0， 就 有 a=co(o。 对 任意 aEL 成 立 ， 从 而 
0= 1。 也 就 是 C4(ZL) = 工 , 这 时 有 CC4)CCL， 著 元 素 a€EL 
在 C(C4) 中 ， 则 任 取 cEGC，aev=ea=ao(oeo 即 acEInvG= 
天 。 随 之 代数 4 是 中 心 的 。 

设 1 是 4 的 理想 ,在 了 中 取 非 0 元 素 z= > aoe。， 使 


之 含有 最 少 个 数 的 非 0 系数 ov 。 
用 e。- 1 去 乘 z， 可 以 认为 cu 类 0。 任 取 元 素 cE。 则 
qz-zoe7。 但 


“wh! 
aor-zxa= PD aas es > Qoeoa 
o o 


= > laseo— > ao JI(a)e。= > (aao — 0 (lq)ao)eos 


并 且 oal -1la)al = 0， 即 在 az- za 中 有 较 少 的 非 0 分 量 。 
这 就 是 说 ,oz- za= 0， 而 zEC4CL) =L， 这 样 z- 有 逆 ， 从 
而 得 到 7 = 4。 
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还 要 证 明 工 是 4 的 分 裂 域 。 这 一 点 可 以 从 C4(L) = 工 
和 定理 多 .4.6 立即 得 到 。 

推论 6.4 设 嘱 是 中 心 可 除 代数 ， 工 是 万 的 正规 分 裂 
域 ， 则 对 某 个 m 及 上 循环 ?EZG(CG，Z，M。(CD)~ 
A(lG, L, y), \ 

证 ， 上 面 我 们 已 经 在 MM.《D) 中 确立 了 一 些 元 素 e。， 它 
们 自身 间 以 及 与 元 的 元 素 相 乘 正 如 4= 4GG，Z，?7 中 的 
同名 风 素 。 这 就 给 出 了 定义 4 一 轩 .(D) 的 代数 同 态 了 的 可 
能 性 。 因 为 代数 4 是 单 的 ， 所 以 /是 单 射 。 又 因为 (G:1) = 
CL:KI, (4:KI= [CL:KI? =[CM.(D):K2( 看 定理 W .5.3)， 
所 以 /是 同 构 。 定 理 证 毕 。 

上 循环 6S5Z(C，LZ 入 叫 作 上 边缘 , 若 有 函数 lo 它 定义 
于 C， 取 值 于 ZL*， 使 对 任意 vc，rEG， 有 

Oo ,= N90 CM) a! 

定理 6.5 设 y 和 是 Z(G，L*) 中 的 两 个 上 循环 ， 代 
数 4= A4(G,，L， 与 B=A(G， LL， 四 同 构 ， 当 且 仅 当 存 
在 某 个 上 边缘 6， 使 ?= 67。 

证 ， 设 /:， 4D， 则 /GZ) 是 妃 中 的 子 域 ， 同 构 于 工 。 
利用 9kclem-Noether 定理 的 推论 .4.2， 可 以 认为 对 任意 
aEL， 有 /ao) =a 记 f,=f(e,)EB, 则 

flesa) =fo=foCaoe) =o (a)f,, 
从 而 f。=jioe。 对 某 个 ECsCL) = 工 。 但 
jeue) = fofr= he hes = 40 (Ns) eser = Hoo (NN, ea 
= f yo, weor) = po, fo = yo, horeoss 
即 yo = po Cp ) at, so 
反之 ， 设 ?= 67, 此 处 6 ,= 1 (4531。 定 义 映射 /; 
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-4 规定/ 和 me )= 入 wueeo。， 不 礁 看 出 ，/ 是 代 


数 同 态 。 但 从 刀 的 单 性 及 4、8 维 数 相 辐 可 以 断定 /是 癌 
构 。 定 理 证 毕 ， 

上 边缘 组 成 Z(G， 中 的 子 群 BCG，L*)， 定 理 6.5 
与 推论 6.4 表 明 ， 群 BrCLAR) 的 元 末 与 商 群 

HG,L*)=Z(G,L*)/B(G, L*) 

的 元 素 一 一 对 WV。 

定理 6.6 Br(L/K)>H(G,L*) 

证 ， 尖 于 下 述 预 理 。 

预 理 6.7 4, 7DQ@4GC, 17) ~ 
村, (4(C， LT))， 此 处 上 = CL:K)。 

证 : 记 4=4(c, 7 D3 有 =4(c,L 7)。 因 为 域 忆 距 
在 4 中 也 在 8 中 ， 所 以 4@B 有 子 代数 ZL@L。 如同 定理 
5.2 的 证 明 中 所 指出 的 , 在 L@L 中 有 唯一 的 非 0 寡 等 元 f， 
使 (zQLDF= /UU@rz)， 对 一 切 zEL 成 立 ， 我们 来 证 ， 任 取 
o€EG,f (lee) = (er)f, 宙 实 上 , (cDe) ! f (eeo) 
是 工 @Z 中 的 宪 等 元 ， 并 且 
(CrQ@l) (ele) 'f (cBe) = (ees) !(o (x)B1)f (eeo) 

= (0) fC (7)) (ee,) 
= (eeo) !'f (esDeo) (117), 

这 是 因为 有 ez=ug)eo， 亦 即 有 ze :=eo !'go (rx)。 所 以 
(ee 四 e) 1 (eo@9e。) = 1， 这 就 是 归 验 证 的 。 

现在 看 入 六 了 =j(ACB)f。 令 元 素 a€EL 对 应 于 元 素 
#6 =/(1@0) = (aB@1D)/， 六 们 便 将 域 工 杠 入 到 了 代数 7。 
记 c = /CeBeo) = (esc)/。 则 
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‘ab =ab, ea=(e De) f(BD= (ec@eo) (QID1/ 
= (0()B) (eC en) =00)6, 
Be = f (eBeo) (ee,@es) = f (eeBeoes) 
=f (Yo se00 Oo sen) 
=f(y.:@D) On..1) (e060@ eos) 
= pom BDf en De) = 六 了， er 


所 以 ， 映射 2 oo 之 " 0 是 4(G,L,yN) -> 了 的 


同 态 。 (此 同 态 是 单 的 )。 
另 一 方面 ，T ~ 下 4Q@s(CfC4@B))。 但 L@ZL 当 中 单位 


元 的 分 解 形 如 1 = if 此 处 f。 是 唯一 满足 zf。= ja (2) 


的 军 等 元 ， 其 中 = 是 工 的 任意 元 素 。 此 外 ，(1@e)f.01@ 
er) '=f,。( 看 定理 5.2 的 证 明 )。 因 此 所 有 的 模 f,(4@B8) 
彼此 同 构 ， 特 别 地 ， 同 构 于 (4@B),， f=f1。 所 以 A@B 
MM CY, 由 之 和 得 57: Kj)=n: = [LAC(G, L,Y :KI ， 即 得 
TA(G,L,y7)、。 完 成 了 预 理 的 证 明 。 

定理 6.6 的 证 明 如 下 ， 了 映射 Z《G.L*) 一 Br(L/K) 是 间 
态 ( 预 理 6.7)， 其 核 为 B(G,L*) (定理 6.5)， 并 且 这 个 映 
射 是 满 的 《推论 6.4)。 

推理 6.8 代数 4(G,L,y) 同 构 于 M,(K)， 当 且 仅 当 
rEB(G,L*), 


习 题 


1。 设 是 域 ,特征 p 二 >0。 上 映射 8 将 K 的 任意 元 素 a 
映 成 c*。 证 明 少 是 域 K 的 自 同 态 ， 它 叫 作 Frobenius 自 同 
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态 。 若 K 基 有 限 的， 证 明 少 是 自 同 宰 。 若 天 = 已 (GD 是 某 个 
域 下 上 的 有 理 函 数 域 ， 计 算 Imdg。 

2 。 证 明 有 限 域 的 自 同 构 群 是 循环 群 ， 而 Frobenius 自 
同 构 是 它 的 生成 元 。 

3 。 设 域 K 特征 不 等 于 22。 证明 域 KX 上 的 任意 二 次 扩 
张 T， 即 CL:K) = 2， 是 域 K 上 某 个 多 项 式 7z*-a 的 分 裂 
域 ,其 中 a 在 域 K 中 不 是 一 个 完全 平方 .通常 记 荆 =KCw aj， 
验证 KC a = KKC8D], 当 且 仅 当 ob-: 在 K 中 是 一 个 完全 
平方 。 

4 。 找 出 有 理 数 域 上 多 项 式 zs - 2 的 分 裂 域 .计算 它 
在 有 理 域 上 的 Galois 群 。 

5。.) 设 天 是 9 元 有 限 域 ，f(z) 是 域 玉 上 ad 次 既 约 多 
项 式 。 证 明 f (x) 整除 x 一 z+、 反之 ， 若 f(x) 整除 x 一 x， 
则 d 整除 n。 

b) 将 域 K 上 既 约 d 次 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 的 个 数 记 
作 %(d)， 证 明 9 = > dy(d)。 


dlin 
中 利用 M5bius 反 演 公式 〈 参 考 例如 维 诺 格拉 托 夫 《 数 
论 基 础 》) 汪 明 : 


此 处 /是 Mibius 函数 。 

6。 设 天 是 特征 户 >0 的 域 ， 严 =KCo 是 玉 的 有 限 单 
扩张 ，m(z) 是 元 素 o 在 天 上 的 极 小 多 项 式 。 证 明代 数 FQ@ 
下 是 局 部 的 ， 当 且 仅 当 m(z) = z2?* -a， 其 中 上 是 整数 ，a EE 
天。 在 这 种 情况 下 ， 既 约 多 项 式 m(z) 和 元 素 a 叫 作 纯 不 分 
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离 的 ， 指 数 k 叫 作 元 素 a 的 高 。 

7。 设 工 是 域 K 的 有 限 扩张 ， 证 明 下 述 条 件 等 价 ， 

LL 是 局 部 代数 ， 

2) 任 取 局 部 交换 代数 4， 代数 4@L 也 是 局 部 的 ， 

3) 域 工 的 任意 元 素 是 纯 不 分 离 的 8 

4) 世 =KCol，…，a]， 此 处 所 有 的 元 素 ai 是 纯 不 分 离 
的 。 

证 明 在 最 后 一 种 情况 下 ， 域 工 的 任意 元 素 的 高 不 超过 
元 素 a,，…，at 的 高 当中 的 最 大 者 。 

8。 设 K=KoCK,C…CK,= 工 是 一 系列 有 限 扩张 。 
证 明 工 在 K 上 是 纯 不 分 离 的 ， 当 且 仅 当 每 一 个 Ki 在 K,-, 上 
rt 

。 工 是 域 K 的 有 限 扩张 ， 将 域 工 的 全 体 分 离 元 素 的 

a 工 :， 纯 不 分 离 元 素 的 集合 记 作 L:。 证 明 ，o) 工 , 和 
万 是 域 卫 的 子 域 ， 且 工 :Z=K 0) 工 在 二 上 是 纯 不 分 离 
的 。 

现在 设 过 ,是 正规 的 。 证 明 c) 工 在 志 上 是 分 离 的 ! d) 
车 {al， ey as} 是 上 ,的 基 ， 而 {bo， 和 bn} 是 Li 的 基 ， 
则 {arbj} (CR=1 9 j=1,…,m)》 是 域 工 的 基 。 

特别 地 ，[ 工 :Kj = [CL,:KJCLi:K]，L 是 包 有 工 ; 和 Li! 的 
极 小 域 。 子 域 ,和 工 , 分 别 叫 作 扩 张 工 的 分 离 部 分 和 纯 不 
分 离 部 分 。 

10。 证 明 车工 是 域 K 的 有 限 扩张 ， 则 下 述 条 件 等 价 ， 
了 DD 工 是 单 扩张 ，2) 工 仅 包含 有 限 个 子 域 。( 提 示 ，1) 之 2): 
车 L=K[a)， 下 是 工 的 子 域 zr"+birz 1+…+pbn 是 a 在 
下 上 的 极 小 多 项 式 ， 则 = KChb,，…, bmw]。) 给 出 一 个 非 单 
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扩张 的 例子 。 (提示 : 取 天 = 已 (z，y) 是 严 上 两 个 独立 变量 
的 有 理 多 项 式 组 成 的 域 ，F 的 特征 p> 0.) 

11。 设 下 是 域 K 上 的 有 限 扩 张 工 的 子 域 ,d=[F:K] 
证 明了 >L 的 不 同 的 同 态 的 个 数 〈 包 括 恒 等 映 射 ) 不 超过 
d。 等 号 成 立 ， 当 上 且 仅 当下 是 分 离 的 ， 且 工 包 有 子 域 F' 二 
下 五/ 在 天 上 正规 。 

12。 证 明 包 含 已 知 分 离 扩 张 的 极 小 正规 扩张 在 同 构 的 意 
义 下 是 唯一 确定 的 。 

13。 证 明 域 玉 的 有 限 扩张 工 是 自己 的 子 域 工 , 和 工 ; 的 
合成 ( 即 包 有 工 ! 和 工 : 的 最 小 域 )， 并 且 工 ,在 天 上 正 
规 ， 证 明 , 工 在 L, 上 正规 ， 且 CCL/ZLD) InvCLII 工 DC 
CCL:/K)。 

下 述 一 系列 习题 (从 14 到 22) 用 于 方程 的 根 式 解 。 为 
简单 起 见 ， 在 这 些 题 中 ， 除 习题 22 外 假设 基础 域 的 特征 为 
0 ， 习 题 22 指出 ， 对 于 特征 为 正 的 域 应 作 一 些 什么 样 的 改 
变 。 

14。 设 工 是 多 项 式 x"- 1 的 分 裂 域 . 证 明 工 中 包含 次 
本 原单 位 根 , 即 所 给 多 项 式 的 根 “， 而 其 余 的 根 是 5 的 方 宕 ? 
进一步 ， 这 种 根 的 个 数 等 于 $8(n)， 此 处 $ 是 Euler 函数 。 
由 此 证 明 ，G (L/K) 是 交换 群 ， 其 阶 为 $Cn) 的 因子 。 

15。 设 天 是 包含 2 次 本 原单 位 根 的 域 ， 证 明 ， 若 工 = 
KCo]， 此 处 是 多 项 式 立 -cx 的 根 ，cEK， 则 工 是 正规 扩 
张 ，G (L/K) 是 循环 群 ， 其 阶 是 n 的 因子 。 特 别 地 ， 若 p 是 
素数 ， 则 多 项 式 x? 一 a 或 不 可 约 ， 或 在 域 K 中 分 解 为 线性 
因子 。 

16。 反 过 来 ， 同 前 设 K 包含 4 次 本 原单 位 根 56， 工 是 

]42 


的 正规 扩张 其 Galois 群 是 4a 阶 循环 群 .证 明 这 时 工 = 
KCLa)， 此 处 元 罕 a 的 级 小 多 项 式 形 如 za。( 提 示 ; a 可 以 
取 作 @o+co(o)+e oo) +…+e oo)， 此 处 是 
GCC/K) 的 生成 元 ， 而 @ 是 KG- 模 工 的 生成 元 。) 

17。 称 工 是 域 天 的 根 式 扩张 ， 著 工 中 有 子 域 的 链 天 = 
LoCLiC…CL,=1L, 使 Li=L;i-i[a], 元 素 ai 在 域 Li-， 
上 的 极 小 多 项 式 形 如 x" a;。 显然， 加 细 这 个 链 ， 可 以 使 
所 有 洁 数 六 是 素数 。) 设 包含 n; 次 本 原单 位 根 ,证 明 ， 
任意 根 式 扩 张 可 以 霸 入 正规 根 式 扩张 中 。 | 

18。 扩 张 工 叫 作 可 解 的 ， 若 工 可 以 嵌入 根 式 扩 张 。 证 
明 ， 多 项 式 x"- 1 的 分 裂 域 对 任意 是 可 解 的 。( 提 示 ; 利 
用 习题 14 一 16 的 结果 ， 用 归纳 法 证 明 。) 

19。 证 明 扩 张 工 和 包 有 工 的 极 小 正规 扩张 (习题 12) 
同时 可 解 。( 提 示 ， 利 用 习题 17 和 18 的 结果 。) 

20。 证 明正 规 扩 张 工 是 可 解 的 ， 当 且 仅 当 其 Galois 群 
是 可 解 的 ， 即 在 C 中 有 子 群 链 C = CpG, 二 G: 二 … 二 G。 
={1},， Gi; 是 G;-| 的 正规 子 群 ， 商 群 Gi/G,-!1 是 Abel 
群 ， i=1，…，m。( 提 示 ， 可 以 认为 Gi/G;-!1 是 循环 群 以 
及 L 是 根 式 扩张 ， 而 去 利用 习题 15 和 16 的 结果 ， 习题 18 使 
我 们 可 以 添 入 1 的 根 ， 习 题 13 提 供 了 在 这 种 情况 下 Galois 群 
的 变化 .) 

21。 设 既 约 多 项 式 1(z) E KCx), 方程 f(z) = 0 称 为 根 
式 可 解 的 ， 若 它 的 根 在 某 个 根 式 扩 张 中 。 证 明 为 此 必须 且 只 
须 多 项 式 f(x) 的 分 裂 域 是 根 式 可 解 的 。 

22。 对 特征 p> 0 的 域 探讨 类 似 的 定理 。 这 时 在 根 式 可 
解 的 定义 中 还 须 允 许 形 如 z*- zx-a 的 多 项 式 。 相 应 地 ， 习 
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题 16 也 需 修 正 一 下 《在 n=p 时，aE€K)。 同 时 注意 到 纯 不 
分 离 扩 张 总 是 根 式 扩 张 。 

习题 23 一 27 讨 论 交 又 积 的 重要 例子 一 一 循环 代数 。 
Brauer，Noether 和 Hasse 的 众所周知 的 结果 表明 ， 若 K 是 
代数 数 域 〈 即 域 Q 上 的 有 限 扩张 ) 则 这 一 构造 给 出 了 天 上 
的 全 部 中 心 可 除 代 数 。 在 这 些 习题 中 ， 假 设 工 是 域 天 的 正 
规 扩张 ， 其 Galois 群 是 n 阶 循环 群 ， 此 群 的 生成 元 记 作 co。 

23。 设 PEZ(G，L*) 是 群 G 的 取 值 于 L* 的 上 循环 ， 
证 明 » 属 于 上 边缘 子 群 8(G，L*) 的 一 个 陪 集 ， 其 中 含有 上 
循环 有形 如 

/1 车 it+j<<n， 
no'i, oi= a 车 i+jn; 
此 处 aE K*， 对 应 的 代数 A(G, 工 ,y)， 记 作 4(L,o,a) (一 
般 地 说 ， 它 依赖 于 生成 元 o 的 选择 )。( 提 示 ， 在 代数 4(G， 
L,Y) 中 ， 元 素 eu 可 以 用 ei 代替 。) 

24。 证明 4(L,o,a) 守 A(L,o,B)， 当 且 仅 当 在 L* 中 
可 以 找到 元 素 4, 使 Bh=aN(4),， 此 处 NN(4)=ho(WD)o’(2) 
…0” (MD)。 验 证 ，N 是 群 L* 到 群 K* 的 同 态 ， 从 而 得 出 
Br(CL/K)、Ks/ImN。 同 态 V 叫 作 范 数 。 

25。 设 天 是 有 限 域 ， 世 是 天 的 有 限 扩张 。 证 明 这 时 范 
数 N，Z*->K*# 是 满 的 。( 提 示 ， 利 用 Wedderburn 关于 有 
限 可 除 代数 的 定理 ,) 

26。 记 =F() 是 域 K 上 不 定 元 1 的 有 理 函数 域 . 证 
明 多 项 式 z* +z+ 1 在 K 上 不 可 约 。( 如 果 K 改 成 域 矿 上 的 
形式 震级 数 域 (Ct))， 此 题 也 许 会 容易 些 .) 

27。 用 上述 习 题 的 符号 , 设 L=K[Ca), a 是 多 项 式 


144 


z2:+z+ 1 的 根 。 证明， 若 N，L。*-~Ke 是 范 数 ，( 看 习题 
24)， 则 14 ImN .利用 习题 24 的 结果 建立 域 K 上 的 四 维 可 
除 代数 疡 ， 刀 包 有 同 构 于 KCw 3 的 子 域 ， 这 就 给 出 一 个 
中 心 可 除 代数 的 纯 不 分 离 的 分 裂 域 的 例子 。 

28。 证 明 “ 自 同 构 的 独立 性 定理 ” : 车 上 是 域 K 的 正 
规 扩张 ，G = GCL/K)， 则 对 任意 的 函数 J G-> 工 ， 可 以 找 


到 元 素 oEL， 使 > /(o)o (a) * 0 . (提示 ， 利 用 定理 6.3， 
将 工 看 作 代 数 4(C . 工 .D) 上 的 模 ， 此 处 1 是 单位 上 循环 。 
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第 六 章 ”分离 代数 


在 半 单 代数 中 ， 那 些 在 基本 域 的 任意 扩张 下 仍 是 半 单 代 
数 者 占有 特殊 的 地 位 。 这 些 代数 叫 作 分 离 代数 。 作 为 分 离 代 
数 的 例子 ， 一 方面 有 中 心 单 代数 ， 而 另 一 面 有 分 离 域 。 我 们 
将 看 到 ， 一 般 情形 就 是 这 两 类 例子 在 某 种 意义 下 的 结合 。 我 
们 还 将 证 明 分 离 代数 的 下 述 基 本 性 质 ， 所 有 双 模 的 半 单 性 ; 
关于 分 离 商 代数 提升 的 Wedderburn-Manpues 定 理 (此 结 
果 在 第 八 章 中 为 了 推广 第 三 章 $6 中 《 泛 代 数 》 的 构造 将 要 被 
用 到 〉， 主 迹 型 的 非 退 化 性 (在 数论 中 当 讨 论 分 离 代数 的 算 
术 性 质 时 ， 它 起 着 重要 的 作用 。 


$1 分 离 代数 上 的 双 模 


域 K 上 代数 4 叫 作 分 离 的 ， 如 果 对 域 K 的 任意 扩 域 L， 代 
数 41= -4@ 了 是 半 单 的 。 

特别 ， 分 离 代 数 是 半 单 的 ， 但 一 般 说 ， 反 过 来 是 不 成 立 
的 ， 如 果 工 是 域 K 的 非 分 离 扩 张 ， 则 工 蚌 半 单 K- 代数 ， 但 由 
定理 Y .3.6 可 知 ，L@L 不 是 半音 代数. 

我 们 将 给 出 分 离 代数 的 刻 划 以 及 分 离 性 的 的 判别 准则 ， 
它 是 定理 Y .3.6 的 推广 。 

首先 给 出 下 面 简 单 结 果 。 

预 理 1.1 对 于 任意 -代数 4， 存 在 域 玉 的 一 个 扩 域 工 ， 
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使 得 上 -代数 4 是 可 裂 的 ， 即 是 
Ai/frad ArT ML) Xx ML), 


证 , 设 4= 4/rad 4 之 ]] Mi(D)， 其 中 DD; 是 可 除 代 


数 ， 并 且说 是 [D,:K]=d>1，。 

由 于 《rad.4) 外 LL 显然 是 帘 零 理想 ， 不 管 什么 样 的 域 也 
它 总 是 含 在 rad4z 中 。 随 之 ，.4x/rad4r 是 代数 4 的 商 代 数 ， 
在 DD! 中 取 一 个 元 素 a&K。 设 p(7x) 是 它 的 极 小 多 项 式 ，F = 
KCLa]。 由 于 p《x) 在 FF 中 有 根 ， 上 故 D1 不 是 可 除 代数 。 从 
而 ， 若 令 B= 凡 LCD1)， 则 出 现在 代数 BF/radBF 的 分 解 中 的 
可 除 代数 ， 它 在 所 上 的 维 数 小 于 维 数 C[D,:K3}。 继 续 这 样 《 压 
缩 维 数 》，、 最 后 我 们 就 得 到 一 个 域 L， 使 得 4 是 可 裂 代 数 。 

预 理 1.1 所 肯定 存在 的 域 工 叫 作 代数 4 的 分 列 域 。 应 该 指 
出 ， 它 远 不 是 唯一 确定 的 。 甚 至 极 小 分 裂 域 ， 即 是 其 子 域 已 
不 再 是 分 裂 域 者 ， 也 不 是 唯一 确定 的 《参看 第 四 章 习 题 6) 。 

定理 1.2 ”下列 条 件 等 价 ， 

1) 4 是 分 离 代 数 ; 

2) A 四 A :是 半 单 代数 

3) 4 4 Xx4ax…x-4， 其 中 二 是 具有 分 离 中 心 的 单 
代数 。 

证 ，1) 之 2) 设 工 是 代数 4 的 分 裂 域 。 由 于 .4 是 半 单 代 
数 ， 故 A 之 Mi(L)x…x Mn(L)。 此 时 ，(41)@L(A7!') 
是 形 如 ML)@M。,(L) 之 Mis(L) 的 直 积 ， 即 仍 是 半 单 代 
数 。 剩 下 要 说 的 是 ， 我 们 有 

(ADBLAT') = AD DLOA ~ 

AB LOLL) BA TADLOA AB A L, 
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这 样 ， 由 代数 (4@@47 1)1 的 半 单 性 就 得 4 多 47! 的 半 单 性 。 

2) 全 3) 车 4 四 A :是 半 单 的 ， 则 4 也 是 半 单 的 ， 即 4 = 
A41Xx…x .4,, 其 中 4; 是 单 代数 ,并 且 4;@Ai! 也 是 半 单 的 。 
随 之 ， 代 数 4;@@Ai! 的 中 心 也 是 半 单 的, 但 CC(4:®@47')= 
CC4)@CC4D =CGC4D)@CGC4D， 由 之 依 定理 了 .3.6. 便 
得 C(4,) 是 分 离 域 。 

3) 全 1D) 设 4=4x…x.4， 其 中 省 是 单 代数 ， 并 且 
所 有 中 心 C,= C(4i) 是 分 离 的 。 依 推论 Y .6.2. 存 在 域 Ci 的 
一 个 分 离 扩 张 F， 使 得 4:@8cF 之 MC(F)。 若 L 是 域 K 的 任 
意 扩 张 ， 则 (4:D)@cF>L@(4i@c 中 和 MiCL@F). 但 
由 推论 V .3.7 得 下 是 K 的 分 离 扩 域 . 这 就 是 说 ， Lf， 因 
而 还 有 (4ii)@ciF 是 半 单 代数 。 由 之 显然 得 对 于 任意 工 , 4;， 
以 及 整个 4 的 半 单 性 ， 亦 即 4 的 分 离 性 。 

顺便 我 们 还 得 到 下 面 的 

推论 1.3 ”4 是 分 离 代数 , 当 且 仅 当 有 域 K 的 一 个 扩 域 工 ， 
使 得 .和 = CCL) x… x AMM,,(L)。 此 外 ， 还 可 认定 是 分 离 
域 。 

推论 1.4 ”车 K 是 完全 域 (例如 ， 特 征 零 的 域 或 有 限 域 )， 
则 任意 半 单 XK- 代数 都 是 分 离 的 。 

由 代数 4@ 4 :的 半 单 性 ， 我 们 还 可 得 到 下 面 结果 。 

推论 1.5 A 是 分 离 代 数 ， 当 上 且 仅 当 任 意 4- 双 模 是 半 单 
的 。 

显 见 后 一 结果 可 以 转述 为 ， 代 数 .4 是 分 离 的 ， 当 且 仅 当 
任意 4- 双 模 〈 或 者 换个 说 法 ， 任 意 4 外 47!- 模 ) 是 投射 的 . 
下 面 这 个 漂亮 结果 说 明 ， 为 此 只 要 验证 正则 双 模 ， 亦 即 看 成 
是 4 四 .47!- 模 的 代数 4 本 身 的 投射 性 就 够 了 ，。 
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定理 1.6 ”代数 4 是 分 离 的 ， 当 且 仅 当 正 则 4- 双 模 是 投 
射 的 。 

证 ; 设 正则 A- 双 模 是 投射 的 。 取 定 代数 4 的 一 个 分 裂 
域 , 此 时 AL/rad 4L 之 名 ,,(L) Xx… Xx 了 及 ,,(L) , 依 定理 下 .3.5， 
4 是 自由 4@ 4 !- 模 下 的 一 个 直 和 项 。 这 时 如 便 是 代数 
(4@4-0cz= (4r)G@r(C4T22 上 自由 模 忆 :的 直 和 项 ， 也 就 是 
投射 4- 双 模 。 由 推论 下 .1.8， 正 则 双 模 的 根 等 于 代数 的 
根 。 商 代数 4x/rad4r 表 成 单 代数 直 积 的 分 解 式 也 是 A4L- 双 
模 Ai/rad.4i 表 成 单 双 模 (此 商 代数 的 极 小 理想 ) 直 和 的 一 
个 分 解 式 。 

根据 投射 模 和 半 单 模 之 间 的 对 应 关系 (定理 下 .3.6)， 
后 面 这 个 分 解 式 对 应 于 AL 的 表 成 理想 直 和 的 一 个 分 解 式 ， 
也 就 是 表 成 代数 直 和 的 一 个 分 解 式 ，AL= A1X…xA， 并 
且 Aif/radA;~M.,(L), 此 处 n= ni。 

这 时 依 定理 页 .3.4，A; 之 M,(B)， 其 中 B/radB 之 L( 一 
般 说 8 和 足 码 I 有 关 )〉 。 此 外 ， 因 为 4 是 投射 4r- 双 模 ， 而 当 
ij 二 i 时 ， 分 量 4; 在 其 上 的 作用 和 0 一 样 ， 故 4 是 投射 4:- 模 . 
这 里 指出 ， 如 果 R=radB， 则 J = (RQIB-D 人 四 (BQrR 0D 
是 8B@LB-! 中 的 庶 零 理想 , 并 且 (B@L.B- /TL@LLXL. 
随 之 ， 依 命题 丰 .1.13，1 =rad(B@1.B-!) 和 B@LB™! 是 局 
部 代数 ， 而 4:@AT! 二 MM,:(B@LB-!) 是 准 素 代数 。 据 定理 
下 .3.10， 它 恰 有 一 个 主 模 〈 显 见 ， 就 是 4i) ,并 且 作 为 4i- 
双 模 有 A:@LA7! 之 n* Ai;。 但 C4;:L]=n*b, 此 处 6=[B: 工 )， 
以 及 [Ai:@LAi!:L)=n4b*,， 故 有 b= 1， 即 B 之 L，Ai 之 
M,(L)， 而 依 推 论 1,3 知 ，A4 是 分 离 代数 。 

最 后 ， 有 顺便 指出 ， 如 果 (4L)@L(Ai1!) 蚌 半音 的 ， 则 代 
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数 4Q@4- :也 是 半 单 的 ， 由 之 得 下 面 的 
推论 1.7 基 对 域 K 的 菜 个 扩 域 TL，L- 代 数 和 是 分 离 的 ， 
则 K- 代 数 4 也 是 分 离 的 。 


$2 Wedderburn-Maypues 定 理 


设 4 是 任意 ， 一 般 说 ， 非 举 单 代数 ，R 蚌 它 的 根 ， 有 4 = 
A/R，x 是 代数 4 到 商 代数 上 的 射影 。 在 代数 论 的 许多 问 
题 中 ， 把 商 代数 了 《提升 》 到 A 中 的 一 个 与 之 同 构 的 子 代数 
上 常 是 很 重要 的 。 今 给 出 准确 的 定义 。 

商 代数 4 的 提升 是 指 代数 的 同 态 对 应 e: 4 ->4， 使 得 re 
= 1 。 显 然 ， 提 升 e 必 是 单 同 态 ， 而 Ime = 4o 是 4 中 一 个 与 4 
同 构 的 子 代数 ， 且 有 4 = 4。+ RR 向 量 空间 的 直 和 》。 

反 过 来 ， 若 4, 是 4 中 的 一 个 与 4 同 构 的 子 代数 ， 则 4of 
尽 =0 (因为 4 是 半 单 的 ) 。 从 而 4= 4,+R( 因 为 [A:K)= 
C4o:K]+[R:K]) 。 此 时 ， 把 射影 r 限 制 在 子 代数 4。 上 就 
得 同 构 x : 4 仿 4。 设 e=z-!， 我 们 就 得 到 商 代 数 4 的 提 
升 。 这 样 ， 提 升 的 存在 等 价 于 根 的 可 补 性 。 

两 个 提升 ，e: 4 一 4 和 :4->A， 叫 作 共 轿 的 ， 如 果 存 
在 代数 4 中 的 一 个 可 逆 元 co， 使 得 ?7(z) =ae(x)a-!， 其 中 x 是 
了 4 中 任意 元 素 。 如 果 尚 有 ac= 1+r，rE 丸 (这 样 的 元 素 叫 作 
需 么 元 ) ， 则 说 e 和 7 是 者 么 共 斩 。 

本 节 用 来 证 明 下 面 基 本 结果 。 

定理 2.1 (Wedderburn-Manbues) ”如 果 商 代数 4 是 分 
离 的 ， 则 必 存 在 提升 ， 并 且 任 意 两 个 提升 守 么 共 辊 。 

顺便 指出 ， 没 有 关于 分 离 性 的 假设 ， 定 理 的 两 个 结论 将 
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不 成 立 ， 提 升 是 可 能 不 存在 的 〈 习 题 4 ) ， 而 两 个 不 同 的 提 
升 是 可 以 不 共 罗 的 〈 习 题 5) 。 

我 们 将 《一步 步 地 》 来 证 明 提升 的 存在 性 ， 逐 步 扩大 使 
此 结果 成 立 的 代数 类 。 

1) 首先 假设 4 是 可 裂 代 数 ， 即 A 之 M1(K) x … x 
M,,(K)。 用 了 Ui; 表示 属于 代数 A4 的 第 分量 的 单 4- 模 ，Pi 是 
相应 的 主 4- 模 (参看 推论 下 .2.9)。 此 时 有 AX =n U1@… 
BmU;。 从 而 ，A>mnP1 儿 …BnsP，( 定 理 丰 .3.6) 。 

利用 同 构 4 之 4(4) 以 及 直 和 的 自 同 态 的 矩阵 表示 (第 
一 章 87) ， 我 们 可 得 4 同 构 于 形 如 


(Tl Ts Tss 


的 矩阵 组 成 的 代数 ， 其 中 zi; EHom4u(njP,，n;P;)。 特 别 ，A4 
含有 由 《对 角 线 矩 阵 》 组 成 的 子 代数 ， 它 同 构 于 ExCniP1) 
XX EanP) MCA) Xx MA,), 其 中 A4;= 
已 4(PD， 因 而 4 也 含有 同 构 于 4 的 子 代数 ， 由 之 以 及 上 面 的 
一 段 讨 论 便 得 提升 的 存在 性 。 

2 ) 今 设 4 是 任意 分 离 代数 ， 但 R* = 0。 在 代数 4 中 选 
取 基 {a1，…，an}， 使 得 元 素 {a1，…，aw} 组 成 商 代数 有 
的 基 ， 其 中 m = x(o;)， 而 元 素 {am+1，…，as} 组 成 4 的 根 的 
基 。 用 {as,;} 表 示 代 数 4 的 构造 常数 。 换 言 之 ， 有 


。 
aiGi = > Qk,ay 


hl 


151 


这 时 也 就 有 


和 欲 给 提升 s， 视 之 为 线性 变换 ， 只 要 给 出 它 对 基 中 元 素 的 作 
用 就 够 了 。 条 件 re = 1 意味 着 e(ai) 必 定 具 有 形状 


a + > ziiai， 其 中 zxi;EK。 最 后 ，e 是 同 态 当 且 仅 当 关 系 式 


jm+l 


e(o Qj) =e (qi) e (0 成立。 但 是 


e(a 0) =e (Pat ai) = Dy af Gait BD zua) 


k=l hl lem+l 
m m nn 
| > > 大 
三 Qaij 0Oi 十 QHiZKGB 
I=! hl tem+l 


e(a)e(oi) = (ai+ visak) 《Gy 十 > iaGh) 


hm m+ 
n 和 a 
a 上 en we ~、 1 
三 六 CiGL 二 2 TQikR QI 十 ,XikQk jal, 
i=l ky emtl hy lem+l 


这 里 ， 我 们 用 到 了 根 中 元 素 的 乘积 总 是 0， 而 任意 元 素 
各 根 中 元 素 之 积 仍 存 很 中 。 比 较 革 元 ai 的 系数 ， 我 们 得 到 关 
于 zu 的 线性 方程 组 
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上 


> aa =a!l; + > Ql Tint > CA 
ty j=1, ,ng [=m+1, *…, n。 

这 样 ， 在 给 定 情形 下 提升 的 存在 等 价 于 一 个 线性 方程 组 
的 可 解 性 ， 而 这 个 方程 组 的 系数 都 是 构造 常数 ， 它 们 在 基本 
域 扩张 时 是 不 变 的 。 但 若 工 是 代数 4 的 分 裂 域 ， 则 歼 是 可 裂 
半 单 代数 。 此 时 由 1》 知 存在 提升 4->Ar。 随 之 ， 我们 这 
个 线性 方程 组 (系数 在 域 K 中 ) 在 域 L 中 有 解 。 但 有 下 面 这 
个 简单 事实 。 

预 理 2.2 若 系 数 在 域 K 中 的 一 个 线性 方程 组 在 此 域 的 
一 个 扩张 中 有 解 ， 则 它 在 K 中 也 有 和 解 。 

由 Kronecker-Kanenn 定 理 即 得 其 证 明 。 

这 样 ， 在 域 L 上 提升 的 存在 性 引出 对 于 原来 代数 〈 当 R? 
= 0 时 ) 提升 的 存在 性 。 

3 ) 现在 ， 一 般 情 形 易 由 对 根 的 维 数 作 归纳 法 而 得 出 。 

设 R* 直 0 而 B= A/R*。 根据 上 一 段 的 结果 存在 有 提升 
e :有 4B。 用 A 表示 lm 在 代数 4 中 的 完全 原 象 ， 此 时 有 
尹 忆 尼 以 及 4 /R ~1lme 4 是 半 单 代数 。 由 命 题 下 .1.13 
得 R*=radA’/。 由 于 dimR?<dimR， 故 对 代数 A' 可 用 归纳 
假设 ， 因 而 存在 提升 e; 4 一 A'。 但 此 时 。 也 将 是 有 到 4 中 的 
提升 。 

在 证 明 共 轿 性 之 前 ， 我 们 先 给 出 下 面 定 理 ， 它 推广 了 定 
理 了 .4.4《〈 和 Skolem-Noether 定 理 《 相 对 偶 》) 。 此 结果 
本 身 也 有 独立 意义 。 

定理 2.3 若 f 和 g 是 中 心 单 代数 B 到 某 个 代数 4 内 的 两 
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个 同 态 ， 则 在 4 中 存在 一 个 可 递 元 a， 使 得 对 所 有 bE 8B， 有 
g9(b) =af (ba !, 

推论 2.4 任意 代数 4 中 互相 同 构 的 中 心 单子 代数 BB 和 
B' 必 共 罗 。 更 进一步 ， 任 一 同 态 g:B8 今 8’ 都 可 延续 成 代数 
4 的 内 自 同 构 ， 即 是 具有 形状 

g(b) =aba-! 
其 中 a 是 4 中 可 逆 元 素 。 

和 在 Skolem-Noether 定理 中 一 样 ， 为 了 证 明 它 只 需 确 
立 B-A- 双 模 !4 和 。A 之 间 的 同 构 (参看 第 四 章 § 1 中 例 2) 。 
但 作为 右 4- 模 它们 两 个 都 和 正则 模 重 合 .因此 定理 的 结论 归 
结 为 下 面 预 理 。 

预 理 2.5 设 4 是 任意 代数 ，B 是 中 心 单 代数 ，M 和 
是 两 个 B-.-4- 模 。 这 时 如 果 M 和 作为 4- 模 是 同 构 的 ， 则 它 
们 作为 刀 -.4- 模 也 是 同 构 的 。 

证 ， 设 工 是 代数 妃 的 分 裂 域 。 因为 (4DG@r(BID~ 
(4@B 2 据 预 理 Y .5.1, 我 们 只 需要 证 明 , 若 Mz 入 z 作 
为 4x- 模 是 同 构 的 ， 则 它们 作为 妃 :-.4r- 模 也 是 同 构 的 。 因 
此 可 以 从 一 开始 就 认定 8= M,(CK)。 此 时 4@ B87! 之 M,(4) 
而 我 们 需要 验证 的 是 ， 如 果 两 个 M,(-L4)- 模 M 和 六 作为 4- 模 
同 构 ， 则 它们 作为 M,(4)- 模 也 同 构 。 

令 Mi= Men。 显然 MM' 是 履 的 4- 子 模 ， 且 M= 外 Mi ， 
此 外 ， 有 Miei,CM ;而 乘 以 eij 和 eii 的 乘法 是 相互 为 道 的 
-4- 同 态 . 随 之 ,作为 4- 模 Mi~ Mi 且 M=~nM. 根 据 Kruli- 
LLbrezrar 定 理 ， 由 4- 模 3 和 六 的 同 构 可 得 到 MM, 和 的 同 
. 构 。 设 % 是 这 个 同 构 对 应 。 提 醒 一 下 ， 任 意 元 素 zE 认可 唯一 
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地 写成 形式 
ZT=ZI 十 22e12 十 必 十 Taeln9 
其 中 ziEMi。 
定义 映射 罗 , 村 一 如 下 : 
V(r)=9(71) +or)ers t+ + pT) ene 
容易 验证 ， 罗 是 MM,《4)- 模 的 同 态 ， 并 且 ， 由 于 p 是 一 一 
对 应 ， 故 到 也 是 一 一 对 应 ， 而 这 正 是 要 证 的 。 
现在 转 来 证 明 Wedderburn-Manpues 定理 中 的 共 罗 性 . 
设 e 和 7 是 A 到 .4 中 的 两 个 提升 。 我 们 需要 找到 一 个 元 素 a= 
1+r，rERR, 使 得 对 所 有 zE .4 有 ae(z)or:= 7(z)， 或 者 ae(z) 
=7(z)a。 又 是 选取 4 和 4 的 基 并 把 + 写 成 《待定 系数 》 形 


式 ，r= > noi， 这 样 就 把 这 个 等 式 转化 成 关 于 mn 的 线性 
方程 组 。 由 预 理 2.2 只 要 能 在 域 K 的 某 个 扩 域 中 证 明 此 方程 
组 有 解 ， 也 就 是 e: 和 7 的 宕 么 苍 性 就 够 了 。 当 然 ， 应 把 L 取 
作 分 裂 域 ， 这 样 就 把 问题 归结 为 可 裂 代 数 的 情形 。 

总 之 ， 我 们 可 以 认定 4= Mi,(K) x… x M,,(K)。 

用 e 全 表示 代数 4 的 第 i 分 量 的 矩阵 单位 ，h=1，…， 
5 i j=1，…，ns， 并 令 et;=e(e@4,),， ft;=7(e!;), 


此 时 


是 代数 4 的 单位 元 的 两 个 分 解 ， 并 且 et ;A 全 fi; 4, 依 定理 
下 .4.1， 在 代数 4 中 可 得 一 个 可 逆 元 ao， 使 得 对 所 有 A= 了 
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5 二 1，……，ns 有 /*;=aetia 1 
借助 射影 + 转 到 4 便 得 e? ;= ae*,a !， 其 中 a= ro)， 
由 之 易 得 a = > aite?;， 且 对 所 有 i，k 有 aih 关 0。 令 6= 


i 


> awret;。 这 时 6 是 可 逆 元 ， 和 所 有 e! ;都 可 交换 ， 由 之 得 


ab 是 宕 么 元 ， 并 且 
f*;= (ab eti(Cab 1。 
因此 ， 下 面 可 认定 ， 对 所 有 i，R， 都 有 es 和 = 了?;。 
nk nh 


令 ee= > eh ,这 时 Cr= > 6 是 商 代 数 4 的 中 心 


吞 等 元 。 注 意 到 e?; = efiefie 生 入 7 = etifh5efi， 也 就 是 
e4; 和 f$; 属 于 A4= et4ex， 我 们 看 到 ， 当 把 e 和 7 局 限 在 Ah= 
ex Aer* 上 时 ,就 得 同 态 en: As->As; 1:A 一 A。 

由 于 用 是 中 心 单 代 数 ， 由 定理 2.3 可 得 ， 必 存在 可 道 元 
au E A， 使 得 对 所 有 k， 有 nCz) = aket(z)ai!:。 再 使 用 映 身 
x， 可 得 对 任意 yE A 有 y=asy oil， 其 中 oa = r(oh)， 由 之 
推 得 有 akEK， 使 of = akek ,用 cilak 代 替 ok， 我 们 可 认定 a 
= 六 +ex， 其 中 mrER。 但 此 时 若 令 o= > 0s， 便 得 n(x) = 


Rel 
ae(z)a"!, 并 且 a=1+r， 而 rE R， 这 正 是 要 证 的 。 
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§3 迹 范 数 判别 式 


设 7 是 代数 4 的 一 个 表示 。 考 察 矩阵 了 (ao) 的 特征 多 项 式 
det(z 巨 -7T(o)。 由 于 相似 矩阵 的 特征 多 项 式 相 等 ， 故 把 表 
示 T 换 成 与 了 相似 的 表示 时 , 这 个 多 项 式 是 不 变 的 , 即 是 它 实 
际 上 由 相应 的 4- 模 MM 所 确定 。 称 此 多 项 式 为 元 素 a 关 于 模 作 

(或 表示 T) 的 特征 多 项 式 ， 并 记 作 Xu,。(x)。 

同样 地 ， 和 矩阵 TCa) 的 迹 和 行列 式 顺序 叫 作 元 素 a 关于 模 
必 的 迹 和 范 数 ， 迹 和 范 数 顺 序 记 作 TruCa) 和 Nx(a)。 

由 定义 直接 可 得 ， 迹 是 一 个 线性 变换 4->K， 即 是 

TruCat+b) = Tru(a) + Tru(b); Trulaa) =aTrx(a), 

aEKk, 

此 外 ，TrmCab) = TruCba) ,Nuab) = Ny (@) Nu(b), 
且 对 任意 %<E kK， 有 

Xusatr)= (rT-a)d Trulo)=da; Nu(a)=ad, 
其 中 d= CM:K), 

下 面 的 简单 命题 把 对 特征 多 项 式 ， 迹 和 范 数 的 计算 归结 
到 单 模 的 情形 , 

命题 3.1 设 M = M 二 Mi 二 … 二 M.=0 是 模 1M 的 组 成 
列 ，U;= MM;/M:;- 1 是 它 的 单 因 子 。 此 时 对 任意 元 素 a€ 4 有 


Kusot)= [Xu Nu) = [No(o; 


i=l i=1 


Try(a) = ZTrvui(a). 
注意 到 对 应 模 太 的 表示 可 化 简 成 形 如 
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TD) 0 
TCO = Ts(0) ) 


迷 T,(a) 
其 中 Ti 是 相应 于 模 U; 的 表示 ， 便 立即 得 出 此 命题 的 证 明 。 
推论 3,2 若 元 素 o 属 于 radA， 则 Xs(x) =x4，Nau(a) 
= Try(ao) =0， 其 中 d= CM:K),。 

这 是 因为 ， 若 吕 是 单 模 ， 则 对 所 有 xzE U，ua=0， 即 是 
在 相应 的 表示 中 ao 对 应 于 零 矩 阵 。 

命题 3.3 对 于 域 K 的 任意 扩张 L 有 

Ks os1 (2) = Xu or), Nu (aB1) = Nula), 

Try (BD = Trw(o)。 

这 蚌 因 为 ， 阁 {m1，…， ms} 是 K 上 MM 的 基 ， 则 {m1@1， 
…，ma@@1} 是 L 上 Mi 的 基 ， 且 在 这 些 基 下 元 素 a 和 a@1 对 应 
相同 的 矩阵 ， 由 之 即 得 命题 的 证 明 。 

下 面 我 们 将 看 到 ， 有 时 很 方便 地 在 考虑 基本 域 K 上 代 数 
4 的 表示 的 同时 ,还 考察 在 域 K 的 某 个 扩张 L 上 此 代数 的 表示 ， 
这 也 就 是 乙 - 代 数 4 的 表示 , 即 4r- 模 .今后 我 们 将 把 元 素 acE 4 
和 元 素 cq@16 41 等 同 起 来 ， 并 把 Xu el Crz)，Trw(a@1)， 
NuwCG@D 简 写成 Xw os(z)，Tru(o)，Nw(o)， 其 中 M 是 一 
个 44- 模 。 

一 般 说 ，w,。(z) 的 系数 ,特别 Tru(la) 和 Nw(a)， 是 域 
工 中 的 元 素 。 若 是 对 于 任意 元 素 cE 4， 它 们 都 在 K 中 ， 就 说 
AL- 模 放 是 规则 的 《此 名 词 仅 在 本 节 中 用 )〉。 

称 函 数 Bwr(o,p) =Try《ab)， 其 中 a, bE 4， 为 代数 4 上 
对 应 于 4- 模 训 的 迹 型 。 由 迹 的 性 质 可 知 Bw 是 向 量 空 间 4 上 
的 对 称 双 线 性 型 。 型 Bw 的 判别 式 ， 亦 即 下 面 这 个 元 素 
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TrailaD) Trulaias) "Try(aias) 
Trulazsar) Try(aza2) "Tra(azas) 
YAY Vd 
Trylaca1) Try(asg2) .Trum(asgs) 


其 中 {fol，…，o 直 是 4 的 一 个 基 ， 叫 作 模 M 的 判别 式 .显然 ， 
全 4 的 确定 最 多 差 域 K 中 一 个 非 零 元 素 的 平方 。 如 果 型 Bw 非 
退化 ， 即 人 Ax 关 0， 就 称 模 朵 是非 退 化 的 。 

与 这 些 定义 相 联系 的 有 下 面 这 个 分 离 性 的 判断 准则 ， 

定理 3.4 ”代数 4 是 分 离 ， 当 且 仅 当 对 域 K 的 某 个 扩张 世 
存在 一 个 非 退 化 4L- 模 以 。 并 且 工 可 选 成 分 离 域 ， 而 模 Md 可 
选 成 为 规则 的 。 

证 ， 若 a€ rad 41， 则 由 推论 .2， 对 任意 bE 41， 有 By 
(opb) =Try《ab) =0， 因 而 型 Bu 是 退化 的 。 因 此 ， 若 以 是 非 
退化 4- 模 ， 则 代数 A 是 半 单 的 。 但 由 命题 3.3 知 ， 对 城 
的 任意 扩张 开 ，4r- 模 Mr 的 判别 式 等 于 Aw。 这 说 明 Mr 是 
非 退 化 4r- 模 以 及 4r 是 半 单 的 。 因 此 4z， 而 依 推论 1.7， 这 
时 还 有 -4 都 是 分 离 的 。 

反 过 来 ， 设 代数 .4 是 分 离 的 , 工 是 它 的 分 裂 域 ,此 时 AL 之 
AlX:…x A,, 其 中 4%= M。 (DD). 设 切 是 单 4i- 模 ， 这 时 对 


于 任 一 矩阵 a € 41， 多 项 式 Xv, ,o(7) 就 是 矩阵 a 的 特征 多 


项 式 。 令 M = 由 四 … 旨 0,。 这 时 依 命题 3.3， 对 于 4 Xx …x 
A 中 任意 元 素 5 = (al …，o)， 多 项 式 Y is(z) 为 矩阵 a 的 


特征 多 项 式 的 乘积 ,特别 有 TryCb) = > tres， Nu(b) = 


k=l 
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了 detas ,代数 二 有 个 基 是 由 矩 降 单位 e9 组 成 到 是 分 量 


的 足 码 ，&R= 1，…，s 记 j=1，…,n4), 并 且 显 然 Tr,(e*,) 
= 1， 而 Trule;) =0，i 天 j。 由 之 得 
1， 如 果 k=/!，i=t, j=r 


0， 其 他 情形 。 

因此 在 行列 式 Aw 中 ， 每 一 行 和 每 一 列 都 恰 含 一 个 1， 
其 他 系数 都 是 0(。 从 而 Aw = 土 1#0， 即 模 人 是 非 退 化 的 。 

依 推论 1.3， 域 工 可 选 为 分 离 域 。 今 证 ， 模 M 是 规则 的 ， 
即 当 a€ 4 时 ， 多 项 式 X sm olx) 的 系数 都 在 域 K 中。 首先 指 
出 ，Xsn ez) 与 扩 域 二 的 选择 无 关 ， 对 于 包含 也 的 域 这 可 由 
命题 3.3 得 出 ， 而 若 严 是 任意 扩 域 ， 则 总 能 作出 一 个 既 含 下 
又 含 L 的 域 ， 这 样 ， 由 推论 V .4.5， 可 认定 域 工 是 正 规 的 。 
令 G =G(L/K), 

规定 群 G 对 代数 44 的 作用 如 下 ; 

o(a@N) = a@o (0), 
其 中 ao€G，aE€ A4，4EL， 设 o0 (f(x)) 表 示 o 作用 到 多 项 式 
f(z) 的 所 有 系数 后 所 得 到 的 多 项 式 . 今 证 ， 对 于 任意 元 素 
bE 4， 有 等 式 Xwyo ob (z) = 0 (Xssl7x))。 车 是 这 等 式 证 
明了 ， 则 对 任意 coE 4， 有 
OX yo(7)) = Xo (0) (7 = XH, a7), 

而 由 定理 VY .4.4 知 ， 半 molz) 的 所 有 系数 都 在 域 K 中 ， 即 M 
是 规则 模 。 

首先 指出 ， 如 果 b= (al eg a) Edi, 则 对 数码 1， 
2，…，3 的 任意 置 的 (f1，t。，…，ts》 所 确定 的 b’ = (ao 


TruCes,e!) ={ 
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a1) 有 XaysCz) =Xio (7) ,由 于 AL 之 oC(A1) x…Xx 


o(A4)， 则 由 定理 工 .5.2 知 ， 必 有 足 码 的 一 个 置换 (ti，…， 
4) 使 得 rcC4D = 4 。 特 别 , 此 时 有 mm = mw,。 用 0 表示 把 o 


局 限 在 A4 上 时 所 得 的 上 映射， 并 考虑 同 构 06: dt-> 4 ， 它 把 


逢 阵 (4) 映 到 矩阵 (o C41;))。 乘 积 ok!1o 是 代数 4 的 一 个 自 
同 构 ， 并 使 中 心 L 中 的 元 素 不 动 ， 依 Skolem-Noether 定理 
(更 准确 说 ， 依 推论 WW.4.3) 它 是 个 内 自 同 构 ， 即 有 un€ Ai， 
使 得 cor :au(o) = waui!, 令 办 =oxGu0， 由 之 便 有 ax(o) = 
ve Go)ui:。 这 样 ， 若 不 计 分 量 的 顺序 ，c 具 有 形式 
(au a) VT aD Vy, Va) Vi), 

但 是 对 矩阵 a 的 特征 多 项 式 的 所 有 系数 作用 以 o， 显 然 
可 得 矩阵 oCas) 的 特征 多 项 式 ， 因 而 也 就 得 到 wak(ao vs! 
的 特征 多 项 式 ， 由 之 便 得 要 证 的 等 式 Xwo (w (z) = oC(X ss 
《7))。 定 理 全 部 证 完 。 

附带 指 册 ， 在 定理 3,5 中 ， 利 用 基本 域 的 扩张 是 本 质 的 ， 
在 习题 9 中 将 给 出 分 离 代数 4 的 一 个 例子 ， 所 有 .4- 模 都 是 退 
化 的 。 如 果 域 K 的 特征 等 于 0 或 者 代数 4 是 交换 的 ， 则 非 退 化 
的 4- 模 是 永远 存在 的 〈 参 看 习题 6 和 下 面 的 例 1) 。 

多 项 式 Ywrys(z)， 其 中 M 是 上 面 构造 的 模 ， 叫 作 元 素 
aE 4 的 主 多 项 式 ， 并 记 作 PCz)。 迹 Tru(o 和 范 数 MNw(ao) 
依次 称 作 元 素 a 的 主 迹 和 主 范 数 ， 并 记 作 Tr(c) 和 N(o。 如 
果 需 要 指明 是 关于 那个 代数 而 论 的 ， 就 写成 Paj ms(z)， 
Traj Kk《q)，N 4 g(a)。 双 线性 型 BCa,6) =Tr(oo) 叫 作 主 迹 
型 ， 而 它 的 判别 式 人 (A/K) 叫 作 分 离 代数 4 的 判别 式 (提醒 
一 下 ， 它 是 在 不 计 K 中 非 零 元 素平 方 的 因子 下 唯一 确定 的 ) . 
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在 定理 2.4 的 证 明 过 程 中 我 们 还 确立 了 下 面 事实 。 

定理 3.5 主 多 项 式 的 所 有 系数 ， 作 为 特例 ， 包 括 主 迹 
和 主 范 数 ， 都 在 域 K 中 。 分 离 代 数 的 主 迹 型 永远 是 非 退 化 
的 ， 即 A CA/K) 关 0。 

此 外 ， 由 于 模 必 是 忠实 的 ， 而 任意 矩阵 都 是 其 特征 多 
项 式 的 根 ， 还 有 下 面 的 命题 。 

命题 3.6 分离 代数 的 任意 元 素 是 其 主 多 项 式 的 根 。 

我 们 还 要 指出 ， 由 模 M 的 构造 以 及 (4@F) @rL> 
A@L， 其 中 L 汪 站 ， 还 可 直接 得 下 面 结果 。 

命题 3.7 对 于 任意 元 素 a€ 4 以 及 域 K 的 任意 扩 张 下， 
有 

Pur/Fs oT) = P4 ky oT), Trar/yr, (a) = Tra kla), 

Niar/rFla) = Na rla), 

下 面 给 出 一 些 计 算 主 多 项 式 的 例子 ，。 

例 ! 设 下 是 域 K 的 一 个 分 离 扩 张 。 此 时 ， 对 任意 分 裂 域 
工 下 G@ZL=LZ"， 其 中 = [已 :K]， 而 主 多 项 式 与 正则 模 的 特 
征 多 项 式 一 致 。 显 然 ， 同 样 事实 对 任意 交换 分 离 代数 4 也 成 
立 。 

例 2 今 设 A4 是 维 数 为 d? 的 中 心 单 代数 ， 工 是 它 的 一 个 极 
大 子 域 .此 时 A@BL 守 Ms(L)， 而 Polx) 是 对 应 于 元 素 a@ 1 
的 矩阵 的 特征 多 项 式 . 如 果 义 ,(z) 表 示 正 则 模 的 特征 多 项 式 ， 
则 由 于 正则 Ai- 模 是 d 个 单 模 的 直 和 ， 故 六 ,zx) = 
(P(x))s。 特别，N4(a) = CNV(CoD)aTr (a) =dTr(a), 


习 ”是 
1 ,证明 ， 对 于 代数 上 的 任意 代 对 和 尽 和 基本 域 的 任意 
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扩张 L， 有 Hom4r (Mi, Ni) 二 Homs(M,N)BL。 (提示 ， 
可 利用 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 定理 .) 

2 . 称 4- 模 几 是 分 离 的 ， 如 果 对 任意 L， dr- 模 Miz 是 半 
单 的 。 证 明 ，47 是 分 离 的 ， 当 且 仅 当 它 是 半 单 的 ， 且 代数 
忆 4(M) 是 分 离 的 。 

3 . 找 出 充 要 条 件 ， 使 得 

对 任意 亏 ，- 傅 是 单 的 ; 

妃 对 任意 过 ，-4x- 模 Mfz 是 单 的 (这 样 的 模 叫 作 绝对 单 模 ， 
而 相应 的 表示 叫 作 绝 对 既 约 的 ) 。 

4 . 设 下 是 特征 为 2 的 域 ， 天 = 已 ( 术 是 已 上 有 理 函 数 域 ， 
有 =K[xj/(zt 一 t+) 。 找 出 尺 = rad4 和 -44/RR。 试 证 , 4 中 没有 同 
构 于 4/R 的 子 代数 。 对 任意 特征 户 >0 的 域 构造 类 似 的 例子 。 

5 , 设 大 和 天 如 上 一 习题 中 ， 世 = 天 [z]/(z: -人 六，4 是 以 
{l1， 分 为 基 的 三 -代数 ， 其 中 六 = 0。 把 4 看 成 K- 代 数 ， 试 证 
4/rad4s 了 L， 并 在 4 中 找 出 两 个 同 构 于 工 的 子 代数 〈 由 于 4 
是 交换 的 ， 这 些 子 代 数 在 4 中 不 共 思 ) 。 对 任意 特征 六 >0 构 
造 类 似 的 例子 。 

6 .证 明 ， 特 征 为 0 的 域 上 代数 4 是 半 单 的 ， 当 且 仅 当 正 
则 .4- 模 是 非 退化 的 。 

7 .利用 习题 6 的 结果 来 证 明 ， 必 存在 整 系数 ，n; 个 变 
量 z4 iyjskR=1, **, n， 的 多 项 式 F (x* i)， 使 得 具 有 构 
造 常数 ?和 的， 特征 0 的 域 上 代数 4 是 半 单 代数 ， 当 且 仅 当 
Fl,) 0, 

8 . 设 K 是 特征 p 的 域 ，4= Ms(K)。 试 验证 ,正则 4- 模 
是 退化 的 。 把 此 结果 移 置 到 任意 维 数 为 p? 的 中 心 单 五- 代数 
上 。 
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9 . 试 证 ， 若 DD 是 特征 bp 的 域 上 维 数 为 如 的 中 心 可 除 代 
数 ， 则 任意 D- 模 都 是 退化 的 (这 样 可 除 代 数 的 例子 ， 可 参 
看 第 5 章 的 习题 27) ,这样 ， 在 定理 3.4 中 的 确 要 考察 4r- 模 ， 
而 不 只 是 4- 模 。 

10. 设 4 是 域 K 上 具有 基 {fai，…， 和 构造 常数 ?9 的 
代数 。 堵 察 zx 元 有 理 函 数 域 下 = 天 (fi，…，t) 上 的 代数 4, 它 


具有 同样 的 基 和 同样 的 构造 常数 ， (7 令 a = > tiai, 


Plz, ti, 7 如) = 六 六 (7 是 元 素 所 的 最 小 多 项 式 (显然 ， 


这 是 (n+ 了) 个 变量 TY，fi，…， 丸 的 多 项 式 ) 。 


如 果 a= > wa 是 代数 4 的 任意 元 素 ， 则 多 项 式 
Pi alx) = P(x, ai, Co) 叫 作 元 素 a 的 主 多 项 式 。 

@ 证 明 ， 已 bsCz) 不 依赖 于 代数 .4 的 基 的 选择 。 

急 对 域 K 的 任意 扩张 L， 证 明 Pap，6s1Cz) = Ps(z)。 

人 证明， 对 于 分 离 代数 4 这 个 主 多 项 式 的 定义 和 $3 中 给 
出 的 一 致 

11 .保持 上 一 习题 中 的 定义 和 符号 如 果 已 weCz) =z"+ 
Piz™ +.+pn, PEK， 则 令 Trop(oO = 一 BoNark(D) 
= (- D"p。 并 顺序 称 之 为 主 迹 和 主 范 数 。 


4 如果 定义 了 无 限 维 代数 的 张 量 积 ， 则 易 见 有 姓 = 4Q@F。 
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9) 试 证 ， 主 迹 是 空间 4 上 的 线性 型 ， 并 且 Tr4rk(ab) = 
Trarxk(po)， 以 及 Vark(ob) = Nar (DNa rd), 

妃 证 明 ， 代 数 .4 是 分 离 的 , 当 且 仅 当 双 线 性 型 Tr4y x (ab) 
在 空间 4 上 是 非 退 化 的 。 

12. 设 工 是 域 K 的 有 限 扩张 。 证 明 ， 车 a 是 二 -代数 4 的 元 
素 ， 则 

PA Ky oT) = NL /KW Pars oz)), Trarrla)= 

Triyr Tra rla)), 
Narla) = Niyr Naa)), 

13. 证 明 ， 若 代数 4 的 一 个 理想 I 有 一 个 由 寡 零 元 素 组 

成 的 基 ， 则 ICrad4。 提示， 利用 知 零 矩阵 的 迹 等 于 0.》 
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第 七 章 有 限 群 的 表示 


在 这 一 章 中 ， 我 们 利用 半 单 代数 及 其 表示 的 一 般 理 论 来 
证 明 有 限 群 表示 的 古典 理论 中 的 一 些 基本 结果 。 


3 1 Maschke 定 理 


” 设 GL(V) 为 域 K 上 向 量 空间 /的 一 切 可 逆 线 性 算 子 所 组 
成 的 群 。 群 G 到 群 GZ (广内 的 一 个 同 态 对 应 叫 作 G 在 域 K 上 
的 一 个 褒 示 ,换言之 ,给 出 一 个 表示 这 就 是 对 每 一 元 素 g€G 
都 取 定 一 个 了 (g) EGL(V)， 使 得 T(gh) =7(g)7(h) 对 所 有 
9,hEG 都 成 立 ， 对 于 群 的 表示 和 对 代数 的 类 示 一 样 可 定义 
相似 、 可 约 、 可 分 解 等 概念 。 然 而 我 们 将 看 到 研究 群 G 的 表 
示 和 研究 其 群 代数 (看 第 一 章 81 例 6 ) 的 表示 完全 是 一 回 事 。 

回忆 一 下 ， 和 群 代 数 KC 的 基 是 由 群 CG 的 元 素 组 成 ， 基 元 
之 赣 的 运算 和 在 群 GC 中 一 样 。 若 了 :KGC -> 已 (三 ) 是 群 代 数 的 
一 个 表示 ， 而 gEG， 则 有 了 (9)T(9 -90 =7(99-2)7 =7T(C1) 
= 1。 因 此 ，7(9) 是 可 逆 算 子 ， 因 而 把 了 限制 在 C 上 ， 我 们 
使得 群 G 的 一 个 表示 。 反 过 来 ， 设 T:G 一 GL(V) 是 群 G 的 一 
个 表示 。 依 《线性 》 方 式 把 它 扩张 到 代数 KG 上 ， 即 令 
Te > ao9) = p> QsT (9), 


这 就 显然 得 到 一 个 表示 了 :KG ->E(V)， 把 它 限制 在 G 上 而 
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得 的 表示 与 最 初 的 表示 一 致 。 这 样 ， 群 的 表示 和 群 代数 的 表 
示 本 质 上 是 一 回 事 。 

在 本 章 中 所 出 现 的 群 都 假定 是 有 限 的 。 下 面 这 个 漂亮 的 
结果 ， 也 就 是 著名 的 Maschke 定 理 ， 在 有 限 帮 表示 论 中 起 着 
决定 性 的 作用 。 

定理 1.1 若 域 K 的 特征 不 整除 群 G 的 元 数 ， 则 群 代数 
KG 是 分 离 的 。 

证 ， 根 据 定理 ,3.4， 只 和 需 给 出 一 个 非 退 化 KG- 模 。 其 
实在 我 们 这 个 情况 下 ， 正 则 KG- 模 就 是 非 退 化 的 。 这 是 因 
为 ， 先 取 群 G 所 有 元 素 集 {9 1,…, gs} 《此 处 n 是 G 的 元 数 ) 作 
为 代数 KG 的 基 ， 若 g 关 1， 则 对 所 有 i= 1，…,n， gi9 坟 gi 
随 之 ，Tr(9) =0 (Tr 在 这 里 表示 正则 表示 的 迹 ) 。 另 一 方 
面 ， Tr(1)=[KG:K]=n。 因 此 ， 当 gj; 天 gi! 时 ， Tr(gi9)) 
=0， 而 当 g;= 97!: 时 ，Tr(gi9;) =%。 这 样 ， 在 正则 表示 的 
判别 式 A 中 , 在 每 一 行 和 每 一 列 中 都 恰 有 一 个 非 零 元 .这 里 提 
一 下 ， 由 于 域 K 的 特征 不 整除 +， 故 n=n1 关 0。 因此， 人 #0 
《精确 说 ， 人 和 = tn") 因 而 代数 KG 是 分 离 的 。 

推论 1.2 车 域 K 的 特征 不 整除 群 G 的 元 数 ， 则 群 G 在 域 
kK 上 的 任 一 表示 都 是 完全 可 约 的 。 

我 们 知道 ，Maschke 定 理 的 逆 定 理 也 是 成 立 的 。 

定理 1.3 若 域 K 的 特征 整除 群 G 的 元 数 ， 则 代数 KG 不 
是 半 单 的 。 

证 ， 考 虑 代数 KG 的 元 素 s= > zx。 显然 ,对 任意 9 € 6， 


有 等 式 gs= sg = s。 因 此 ，s 在 代数 KG 的 中 心中 。 另 一 方面 ， 
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5 = >) zs=m=0( 由 于 群 G 的 的 元 数 "被 域 K 的 特征 整 除 ) 
3 < 必 


依 推论 于.2.8 代 数 KCG 不 是 半 单 的 。 

这 样 ， 群 表示 论 实际 上 分 成 两 个 本 质 不 同 的 理论 : 古典 
表示 论 〈 当 群 的 元 数 不 被 域 K 的 特征 整除 ) 和 模 表 示 论 〈 当 
群 的 元 数 被 域 K 的 特征 整除 ) 。 在 本 章 中 (除去 某 些 习题 
外 ) ， 我 们 将 仅 考察 古典 表示 论 。 因 此 ， 在 下 面 我 们 将 永远 
假定 群 G 的 元 数 不 被 域 K 的 特征 整除 。 


§ 2 既 约 表示 的 个 数 和 维 数 


由 Maschke 定 理 以 及 半 单 代数 及 其 表示 的 理论 ， 较 容易 
地 得 到 下 面 这 些 关 于 既 约 表示 的 个 数 和 维 数 的 重要 结果 。 

定理 2.1 若 d:，…，d, 是 群 G 在 代数 闭 域 K 上 所 有 ( 彼 
此 不 同 构 的 ) 既 约 表示 的 维 数 ， 则 d1*+…+ds*=n， 其 中 
n= (G:1), 

证 ， 依 Wedderburn-Artin 定 理 〈 更 准确 些 ,由 推论 
了 .4.4) 和 定理 工 .6.2， 若 qd，…， 路 是 代数 KG 的 所 有 既 


约 表 示 的 维 数 ， 则 KG、 T Msi(k)， 由 之 得 [KG:K]= 


Ea. 


im 上 


仍 设 K 是 代数 闭 域 ， 此 时 依 推 论 工 .4.2， 代 数 KG 的 中 
心 同 构 于 K'*， 其 中 s 是 KG 的 单 分 量 的 个 数 ， 也 就 是 互 不 同 构 
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的 既 约 表示 的 个 数 。 因 此 ， 既 约 表示 的 个 数 等 于 代数 KG 的 
中 心 的 维 数 。 但 元 素 e= wz 属于 KG 的 中 心 当 且 仅 当 对 
xEG 

所 有 gE€G， 有 ga=ag， 也 就 是 gag"! = a。 由 于 9ag 1 = 
之 exCgrg"!)， 这 说 明 元 素 o 的 表达 式 中 z 的 系数 和 gxg-! 
xEG 
的 系数 相等 。 

重 提 一 下 ，zr 和 gzg-: 叫 作 在 群 G 中 共 辑 元 素 。 整 个 儿 G 
划分 成 互 不 相交 的 共 轿 元 素 类 C,， C:，…，C,。 由 上 面 的 
讨论 得 ， 群 代数 KG 的 中 心 有 一 个 由 元 素 c= 5) x，i=1， 


…，s， 组 成 的 基 ， 由 之 得 下 面 的 | 

定理 2.2 ”有限 群 G 在 代数 闭 域 X 上 的 不 同 构 既 约 豆 示 的 
个 数 等 于 群 G 中 共 辑 元 素 类 的 个 数 。 

推论 2.3 群 G 是 交换 的 ， 当 且 仅 当 它 在 代数 闭 域 上 的 
既 约 表示 都 是 一 维 的 。 

为 了 证 明 这 个 推论 ， 只 需 指出 下 面 一 点 ， 一 个 群 是 交换 
的 ， 当 且 仅 当 其 每 一 共 二 e 元 素 类 都 只 含 一 个 元 素 ， 这 样 由 定 
理 2.2 有 ， 此 群 的 既 约 表示 的 个 数 等 于 群 的 元 数 ， 考 虑 到 这 
些 表示 的 维 数 和 G 的 元 数 之 间 的 关系 定理 2.1) ， 便 知 这 
个 事实 成 立 当 且 仅 当 所 有 这 些 表示 都 是 一 维 的 ， 

推论 2.4 车 G 和 万 是 有 相同 元 数 的 交换 群 ， 而 域 K 是 代 
数 闭 的 ， 则 群 代数 KG 和 K 瑟 是 同 构 的 。 


$3 特征 标 


设 T 是 群 G 在 域 K 上 的 一 个 表示 ，MM 是 相应 的 KG- 模 。 
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这 时 ， 对 于 任意 元 coEKCG， 可 定义 它 关 于 模 奢 的 迹 (第 6 
章 8 3 ) ， 也 就 是 矩阵 7 (ao) (在 任意 基 下 ) 的 迹 。 特 别 ， 对 
于 任意 元 4aE G， 可 确定 一 个 域 K 中 的 元 素 X(z) = Trulz)。 
粗 数 X:G->K 叫 作 表 示 7 的 特征 标 。 如 果 7 是 既 约 的 ， 则 X 叫 
作 既 约 特 征 标 。 正 则 表示 的 特征 标 叫 作 正则 特 征 标 ， 并 记 
作 X rer。 

命题 3.1 xue ={ 

“0 当 z#1。 

证 明 是 显然 的 。 

命题 3.2 ”对 任意 特征 标 X， 有 X(gxg-!) =X(zx)。 
换言之 ， 特 征 标 在 共 斩 元 素 类 上 取 定 值 。 

对 于 任意 表示 7， 有 7T (grg"')=T(g)T(xz)T(g》-!， 即 
矩阵 TCgrg™!) 和 T(z) 是 相似 的 ， 因 而 有 相同 的 迹 ， 由 之 即 
得 此 命题 的 证 明 。 

还 该 指出 ， 由 推论 五 .6.3， 立 刻 可 得 下 面 的 

定理 3.3 设 K 是 特征 为 零 的 域 , 这 时 ， 表 示 由 其 特征 
标 唯一 确定 ， 即 由 特征 标的 相等 可 得 表示 的 等 价 。 

下 面 设 域 K 是 代数 闭 的 ，X,，…，X, 是 群 G 在 域 K 上 的 
所 有 上 既 约 特征 标 。 令 Xij=Xi(g)), 其 中 gj;€EC; (C1, Pe 
C,: 蚌 群 G 的 共 轿 元 素 类 ) 。 方 阵 卫 = (Xj) 岂 作 群 G 在 域 K 上 
的 特征 标 表 。 顺 便 指 出 ， 如 果 衣 ;是 第 i 个 有 既 约 表示 的 模 ， 则 


n 当 z=1， 


KG 之 @diMi， 其 中 di=[Mi:K]， 由 之 得 Xiee= SD dix 


im 上 
前 面 已 经 说 过 ， 元 素 c= > x， i=1,，…，s, 组 成 G 
了 让 
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的 群 代数 之 中 心 C 的 一 个 基 。 另 一 方面 ，C~ 天 *， 因 此 若 1= 
e1+… 二 @: 是 代数 C 的 单位 元 的 分 解 式 ， 则 元 素 {e1，…,es} 
也 组 成 C 的 一 个 基 。 因 而 在 域 K 中 可 找到 元 素 4ai 和 pis， 使 得 


ci= >> aijeis Ci= 2 Bucs 
并 且 和 矩阵 4= (aij) 和 B= (8 是 互 着 的 。 我 们 还 知道 ， 系 数 
ai 和 5 和 特征 标 表 是 紧 窗 相关 的 ， 即 有 
命题 3.4 ”用 d; 表 示 具 特征 标 Xi 的 既 约 表示 的 维 数 ，h, 表 
示 类 Cj 中 元 素 个 数 。 这 时 ， 有 
Ci Bu= EXi(g7'), 
其 中 g;€ Ci。 
证 : 我 们 知道 ,在 第 ;个 表示 中 元 素 e; 的 作用 如 恒 等 元 ,而 
元 素 es《k 天 站 如 零 元 。 故 当 R# 有 ie =0， 而 Xi(e?) = 
di;。 由 之 有 


Mi(cD = 为 (> aneD = DanXiles) = diaii, 
hel k=l 
另 一 方面 ， 最 然 有 Xi(c;) = hiXji:， 由 之 便 得 关于 aij 的 表 
达 式 。 


我 们 利用 Xee= > dX 来 求 Bus. 我 们 知道 , 当 g-! EC 


ie 上 


有 Xtexlcsg) =0， 而 当 g”!' ECs 有 XrelChg) =n( 这 由 命题 3.1 
即 得 ) 。 因 此 ， 若 9iECi， 则 有 
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Xe(egiD = Kien > Bincsgi') =n0v， 


kl 


男 一 方面 ， 


Xicaleig7') = > dixileig7!') =d,Xi(g7'), 
p=l 
这 是 因为 当 h 关 1 时 ，Xileig) =0， 而 Xileig) =Xilg)。 由 之 
便 得 关于 Bi;; 的 表达 式 。 
注意 到 矩阵 4 和 B 蚌 互 逆 的 ， 我 们 便 得 到 下 面 关于 特征 
标的 《 正 交 关 系 》。 


定理 3.5 

7 -0 当头 思 

1 5 hxicgyxicgi) ={ 

ed 1 i=j; 
hol i 
a 0 当 i 关 j， 

| 

ee 1/h; i=j。 


推论 3.6 和 群 G 在 特征 0 的 代数 闭 域 上 的 一 个 表示 7 了 是 既 
约 的 ， 当 且 仅 当 它 的 特征 标 满足 等 式 


2 XC(g I XCgi) = 1。 


证 ， 把 表示 7 分解 成 既 约 表示 的 直 和 。 相 应 地 ， 特 征 标 


XX 也 表示 形状 X= > miX;， 其 中 久 ,，…，X, 是 既 约 特征 


iel 
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标 。 这 时 有 


ACRLACTY, 


kel 


> nit; >> hexXi(ga) Xi(gi!) = > tm? 9 
此 表达 式 等 于 1 当 且 仅 当 有 个 使 Y= Xi， 此 时 ， 再 由 定理 
3.3， 便 知 7 是 既 约 表示 。 

当 K =C 是 复数 域 时 ， 可 以 给 予 正 交 关系 以 另外 一 种 形 
式 。 为 此 ， 利 用 下 面 预 理 。 

预 理 3.7 设 X 是 群 G 在 复数 域 上 一 个 维 数 d 的 表示 了 的 
特征 标 ， 则 对 任意 元 素 g EG，X(g) 是 d 个 n 次 单位 根 的 和 ， 
且 有 X(g™') = XCg) ， 其 z 和 通常 一 样 表示 z 的 共 力 数 。 

证 ， 熟 知 地 对 任意 gE G， 我 们 有 g"=e， 由 之 得 7T(g)" 
= 忆 。 由 于 多 项 式 x"- 1 没有 重 根 ， 从 而 知 矩 阵 了 (g) 相 似 于 
对 角 线 矩阵 


el 0 
ro-| Su 
) Sr 


其 中 e? = 1 。 由 之 得 X(g) = el +… +eas 


ei! 0 
-1 
7 (9 -1 一 人 ) 
0 ei, 


这 也 就 是 


=|~ 


173 


X(g-!)=ei!l+ +ei!l=ert+. +er= Xt), 
特别 ，Xi(gj!) = 入， 因而 定理 3.5 中 的 正 交 关系 可 改 
写成 下 面 形 式 


加 70 当 ij， 
1 DS haxin Zn ={ 
3 k=l ~1 当 i= 
:0 i 
工 >> ii = { 
ml ~1/h; Bi=j, 
$4 整 性 定理 


在 本 节 ， 我 们 需要 整 代数 数 的 一 些 性 质 。 我 们 重复 一 
下 ， 一 个 复数 z 叫 作 整 代数 数 ， 如 果 它 是 整 系数 方程 "+ 
Qiz"!1 十 十 am= 0 的 一 个 根 。 

命题 4.1 车 一 个 有 理 数 是 整 代数 数 ， 则 它 是 整数 。 

证 ， 设 z = p/g，p 和 g 是 互 索 整数 ， 并 设 z 是 方程 "+ 
qz”! 二 "十 gn=0 的 根 ， 其 中 a, 是 整数 。 去 掉 公共 分 母后 ， 
便 得 如 = ~ a19p”! 一 … 一 ang"， 由 于 p，9g 互 素 ， 这 是 不 可 
能 的 。 

下 面 预 理 给 出 判断 一 个 数 > 是 整 代数 数 的 方便 准则 。 

预 理 4.2 数 z 是 整 代数 数 的 充 要 条 件 为 存在 一 些 不 全 是 


零 的 复数 y;，…，y， 使 得 zy;= > ouyi 其 中 所 有 oa 都 
是 驶 数 。 
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证 ， 车 z 是 整 系数 方程 2” + alx"'+… +an=0 的 根 ， 则 
显然 只 要 取 y ,= 1 22=z "Ym= 2" ! 即 得 。 

反 过 来 ， 设 有 y:，…，y 具 有 指出 的 性 质 。 用 -4 表示 怎 
阵 (ci ， 而 用 了 表示 y:，…，: 组 成 的 列 向 量 ， 此 时 
(z 五 -= 4) 了 = 0, 由 之 得 det(z 巨 -~ 4) =0. 但 是 det(zE-A)= 
23+ai2i 十 十 0， 其 中 是 矩阵 4 中 元 素 乘 积 的 整 系数 线 
性 和 ， 亦 即 是 整数 。 因 而 = 是 整 代数 数 。 

推论 4.3 整 代数 数 的 和 与 积 仍 是 整 代数 数 。 换 言 之， 
整 代数 数组 成 环 。 

证 ， 设 y1，…，y》 是 使 zyi= > aiiyilai 是 整数 ) 成 


立 的 一 些 数 ， 而 y17，…，y" 是 使 213i/ = > ai yi 
i 


(oj 是 整数 ) 成 立 的 一 些 数 。 此 时 易 见 ， 数 集 {yiyi}，i= 
1, ,1t j=1, …， r 关 于 数 z+ z/ 和 zz'/ 有 相应 的 性 质 ， 
这 就 证 明了 本 命题 。 

由 于 单位 根 当 然 是 整 代数 数 ， 由 定理 3.7 就 得 下 面 推论 ， 

推论 4.4 若 Y 是 群 C 在 复数 域 上 的 特征 标 ， 则 对 任意 
ZEG，X(z) 是 整 代数 数 。 

下 面 我 们 将 利用 上 一 节 的 符 号。 特别 ， 令 五 = (Xi) 是 
群 G 在 复数 域 上 的 特征 标 玫 。 

定理 4.5 所 有 数 ai; = (hi/d;)Xi: 都 是 整 代数 数 。 

证 ， 我 们 知道 对 任意 i，j，cicj 是 代数 CG 的 中 心中 的 元 
素 。 另 一 方面 ，cicj 是 群 G 中 一 些 元 素 的 整 系数 线性 组 合 。 
由 之 得 cici= 祖 ) pwsch， 其 中 所 有 piss 都 是 整数 。 与 此 同 

& 
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时 ， 还 有 


cici=( > Cisep) 这 Gipes) = p> CisQipeb9 


2 4 bp 


而 cs = > ahsei， 由 之 得 cic;= > ViihQhpes 以 及 aisQis = 


p 由 多 入 


aau。 设 z= ao， =ai (固定 p) 。 这 时 利用 预 理 
Rh 
4.2， 便 得 ci 是 整 代数 数 。 
推论 4.6。 既 约 复 表示 的 维 数 di 整除 群 的 元 数 。 
为 了 证 明 ， 把 正 交 关系 〈 定 理 3.5) 改写 成 
5 M91) = 


he 1 i 


由 于 ChsXin) /di=awi 和 X;(g%!) 都 是 整 代数 数 ， 故 n/di 是 
整 代数 数 。 又 由 于 它 是 有 理 数 ， 故 它 应 是 整数 ， 而 这 正 是 要 
证 的 。 


§5 表示 的 张 量 积 


为 了 获得 群 的 表示 ， 除 去 通常 的 模 论 构造 外 ， 还 可 定义 
一 个 构造 方法 一 一 张 量 (或 人 ronecker) 积 ， 

设 愉 和 六 是 群 代数 KC 上 两 个 模 。 这 时 可 把 它们 (作为 
向 量 空间 》 的 张 量 积 加工 成 KC- 模 ， 为 此 ， 只 要 对 任意 元 素 
gE€G， 令 (m@m)g=mg@ng。 这 样 构成 的 模 叫 作 KG- 模 M 
和 N 的 张 量 积 ， 而 群 G 的 相应 表示 韦 作 相应 于 模 M 和 的 表 
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示 的 张 量 积 。 
现在 来 计算 表示 的 张 量 积 的 特征 标 ， 设 对 应 于 模 对 的 表 
示 7T 在 某 个 基 {W1，…，un} 下 具有 形状 


F119) ,pin(0) 
Tg): i ji 
Pri (0 Pmm lg) |, 


而 对 应 于 模 六 的 表示 3 在 其 个 基 {p，…，? 直 下 具有 形状 


B19) 及 (9 
S(g) = Das de od 
91(9)，…，Von(g) 1。 


张 量 积 ;@v;， i=1, 0 m; f=1, *', jz 组 成 MG@N 
(uiVi)g = uigH Vig = (> ihn(g)W) 四 (之 ,pi oD 
和 1 


= > pil(g) ilg) GuBuD。 


这 样 ，g 在 此 表示 中 所 对 应 的 矩阵 45 CT@5) Cg) 之 系 
数 就 是 矩阵 (Cg) 和 S(9) 的 系数 之 一 切 可 能 的 乘 积 。 特 别 ， 
我 们 有 


TrGTG@S = > Dovi(g) ig) 


=(TrT(g)) (TrS (9g)), 
因此 ， 我 们 证 明了 下 面 的 
命题 5.1 张 量 积 的 特征 标 等 于 特征 标的 乘积 ， 


(12) 这 个 算 阵 叫 作 和 矩阵 了 (g) 和 S (9g) 的 Kronecker 积 或 张 量 
积 ， 记 作 T(g)@S (g) 
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推论 5.2 设 X!，…，X. 是 群 G 的 既 约 特征 标 ， 则 存在 


一 些 自 然 数 nm。， 合 得 对 于 任意 i 放 有 X= mi 
证 ， 设 M ，，…，M, 是 所 有 单 模 KG- 模 。 此 时 有 自然 数 
ni 使 人 7@@Mis 人 mnafw 由 之 即 得 上 述 结论 。 


下 面 设 G = G1 XG,。 直 因 子 之 一 (说 是 G1) 的 任 一 表 
示 7T 都 可 看 成 整个 群 G 的 一 个 表示 ， 为 此 ， 只 需 设 T(g1,9:) 
=7T(g1)。 特 别 ， 若 T 是 G ,的 一 个 表示 ， 而 S 是 Gs, 的 一 个 表 
示 ， 则 可 作 它 们 的 张 量 积 ?@S， 它 蚌 群 G 的 一 个 表示 ,此 
时 有 下 面 的 

定理 5.3 设 域 K 是 代数 闭 的。 如果 群 G ,的 表示 了 和 群 
G :的 表示 5S 都 是 既 约 的 , 则 群 G=G, xG ,的 表示 7@S 也 是 
婚约 的 ， 且 群 G 的 任意 既 约 表示 都 可 唯一 地 表 成 这 种 形式 。 

证 , 设 M(N) 是 KG,- 模 (KG,- 模 ) ， 它 相应 于 表示 
T(5) ,由 于 K 是 代数 闭 的 ， 故 Ekc,(M) = Ercs(N)=K, 再 
依 定理 .6.7， 令 元 素 a€EKG ,对 应 于 线性 变 换 mma， 我 
们 便 得 代数 间 的 满 同 态 KG ,->E (CM)。 


在 模 以 中 取 基 {wi,…，un}, 而 设 2= > wuG@nm 


im 


QnE 入 ) 是 M@N 中 的 一 个 非 零 元 素 ， 为 了 确定 起 见 ， 认 定 
类 0。 在 代数 KG ,中 取 一 个 元 素 4a= > aigi，aiEK， 


9iEG1， 使 得 它 所 对 应 的 线性 变换 几 一 MM 把 u, 映 到 一 个 任 
意 给 定 的 元 素 m€ M， 而 把 xs，…，xn 映 到 0。 这 时 有 
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Te 


m 


-> ai(9iy 1) = > > auigiWn; = > uid 


= mn 。 

类 似 地 可 以 选取 一 个 元 素 b5E KG ,使 得 对 于 某 个 任意 
nEN， 有 Cm@m1)b=m@n。 因 此 ，z 生成 的 子 模 与 M@N 
重合 ， 即 MG@N 是 单 模 。 

这 里 提 一 下 ， 在 群 G=C:xG:, 中 ,元 素 (9,，9g:) 和 
《g1'，92') 共 轿 当 上 且 仅 当 g, 和 g,' 在 G ,中共 堪 而 g, 和 g' 在 
Gs: 中 共 思 。 因此 ， 如 果 C， Cs: 是 G ,中 共 轿 元 素 类 ， 而 
D,，…，D, 是 G ,中 的 共 轿 元 素 类 。 则 Cix Di，i= 1，…， 
3 j=1，…，t， 就 是 G, xG; 中 的 共 示 元 素 类 。 特别， 它 
们 的 个 数 是 st， 这 样 根据 定理 2.2， 如 果 我 们 能 够 证 明 ， 对 
于 单 模 来 说 ， 由 M@NM'@N' 可 得 MM’', N~N'， 
则 任意 单 KG- 模 便 都 将 具有 形式 M@N.， 

用 X， 思 表示 相应 于 模 朵 和 模 杂 /的 特征 标 ， 而 56， 上 是 
相应 于 模 N 和 和 六/ 的， 并且， 为 了 确定 起 见 ， 设 MX 关 M/' 。 在 
类 Ci 中 选取 代表 g;， 而 在 类 Dj; 中 取 /;， 并 设 在 群 G; 中 有 元 素 
1 个 ， 在 类 Ci 中 有 元 素 hi 个 ， 在 类 D, 中 有 & 个 。 这 时 ， 群 G 
中 有 元 素 nin; 个 ， 类 Ci;x D; 中 有 元 素 hihj 个 ， 而 元 素 (gi 了) 
是 此 类 的 一 个 代表 。 对 应 于 放 @NN 的 特征 标 是 XE， 而 对 应 
于 M'@N'’ 的 特征 标 是 X'6'。 此 时 有 

5 之 piMXE(gp Me (gil 5D 


ninz 


= SAX EF X gi) Ei) 
33 
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0 FW a 
Se > hxCg) YX (gi ) > RCf DE CD =0, 
由 之 依 定理 3.5 〈 以 及 特征 标准 和 X%/ 2 的 既 约 性 ) ， 有 XE 大 
YE ， 因 而 M@N 关 M'@N'。 定 理 证 完 。 

这 样 ， 只 要 知道 群 G, 和 G :的 所 有 表示 ， 我 们 就 可 作出 
它们 直 积 的 所 有 表示 。 

今 应 用 表示 的 张 量 积 这 一 工具 来 证 明 下 面 结果 ， 它 强化 
了 推论 4.6。 

定理 5.4 设 C 是 群 G 的 中 心 。G 在 复数 域 上 的 任意 既 约 
表示 的 维 数 整 除 指数 (C:C) 。 

证 ， 设 d 是 既 约 表示 7 的 维 数 ， 以 是 相应 的 模 ， 

车 是 g€ C， 则 和 矩阵 7T(g) 和 表示 7 的 所 有 和 矩阵 都 可 换 ， 
依 Schur 预 理 ， 它 是 纯 量 矩阵 ，T(g) =4(9) 互 。 考 察 群 Cx 
XG ( 共 m 个 ) 的 表示 M 加 …@ 朵 .如 果 元 素 9i 在 C 中 ， 则 
在 此 表示 中 (91，…，gn) 的 作用 和 用 数 4(9,)…4(9o) = 
4(g1…gn) 去 乘 是 一 回 事 。 特 别 ， 若 是 g4…gm=1， 则 这 个 
元 素 〈g1，…，g") 的 作用 就 和 单位 元 一 样 。 但 在 群 G x… 
xG 中 ， 所 有 满足 条 件 g; EC 且 g,…gm= 1 的 元 素 (9，… gm) 
组 成 正规 子 群 厅 。 所 以 ，M@…@M 实 际 上 可 看 成 商 群 
《G x … Xx G)/ 瑟 的 表示 。 此 商 群 的 元 素 是 n"/c”' (其 中 n= 
(G:1D)，c=(C:1)， 这 时 (于:1) =c"!)。 依 推论 4.6 此 表示 
的 维 数 〈 等 于 d") 整除 n"/c"!， 即 nw"/c"!1d" 是 整数 。 

令 g=?a/cd。 这 是 一 个 有 理 数 ， 并 且 对 任意 自然 数 m， 
cd" 是 整数 。 显 然 这 只 有 当 9 是 整数 时 才 是 可 能 的 。 定 理 证 


一 
TU 
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$6 Burnside 定 理 


在 本 节 中 我 们 将 指明 ， 如 何 应 用 表示 论 去 找 正规 子 群 ， 
从 而 证 明 某 些 群 类 的 非 单 性 和 可 解 性 。 在 本 节 中 所 谈 到 的 表 
示 都 是 在 复数 域 上 的 ， 

设 7 是 群 G 的 d 维 既 约 表示 ，X 是 它 的 特征 标 。 依 预 理 
3.7， 对 于 任意 9 EG， 数 XCg) 总 是 d 个 n 次 单位 根 的 和， 其 
中 n= (G:1)。 此外， 若是 矩阵 了 7(g) 不 是 纯 量 的 ， 则 这 些 根 
不 全 相同 ， 而 此 时 有 

(9 = lerte tesd < el +e+ led =d， 

用 Q 表 示 有 理 数 域 ，e 表 示 n 次 本 原单 位 根 ， 令 L= Q[e]. 
这 时 工 是 多 项 式 z"- 1 的 分 解 域 ， 由 定理 V .4.4 知 ， 是 个 域 Q 
的 正规 扩张 。 用 万 表示 它 的 Galois 群 我 们 知道 ， 对 于 任意 
元 素 o € 及 和 任意 单位 根 ei,o (e;) 仍 是 单位 根 ， 特 别 o (X (9)》 
仍 是 d 个 单位 根 的 和 ， 由 之 lc(X(9))| <d， 由 这 些 考虑 可 得 
出 下 面 的 

定理 6.1 设 C 是 群 CG 的 一 个 共 柜 元 素 类 ， 而 7 是 群 C 的 
一 个 既 约 表示 ，C 中 元 素 个 数 与 7 的 维 数 d 互 素 。 此 时 或 者 
所 有 和 矩阵 7(9)(9E C) 都 是 纯 量 的 ， 或 者 对 所 有 9E C， 
Xlg) = 0， 其 中 X 是 表示 7 的 特征 标 ， 

证 ， 设 g€C， 依 定理 4.5，(h/d)X(g) 是 整 代数 数 。 同 
时 4Y(9) 也 是 整 代数 数 。 利 用 qd 和 /的 互 素 可 得 整数 r 和 ?使 rd 
+ yh=1。 此 时 得 

z= FX) +2x(9) = -Mtid XCg) = 2 
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是 整 代数 数 ， 如 果 T(g) 不 是 纯 量 矩阵 ， 则 由 上 面 知 | z=| 之 1. 
另 一 方面 ， 对 于 任意 oc 人 五 ， 数 c (z) 是 整 代数 数 ( 它 满足 z 
所 满足 的 一 切 方程 ) ， 并 且 jc(z)| <1。 随 之 ， 数 9 = 

I 0(z) 也 是 整 代数 数 ， 并 且 le| <1。 但 是 对 所 有 o E 万 ， 
显然 有 ac(q) =9， 即 9EQ( 依 定理 V .4.4)。 这 样 由 命题 4.1. 
知 g 是 整数 ， 由 之 得 9 = 0， 因 而 z= 0， 而 这 正 是 我 们 要 证 的 ， 

我 们 知道 在 非 退化 矩阵 群 中 ， 纯 量 和 矩阵 组 成 正规 子 群 。 
因此 ，7 (9) 为 纯 量 和 矩阵 的 元 素 9ECG 的 全 体 组 成 C 的 一 个 正 
规 子 群 Y(T)。 如 果 了 是 既 约 的 并 且 不 是 一 维 的 ， 则 CT) 六 
C。 这 个 想法 使 得 我 们 可 以 应 用 定理 6.1 去 找 正 规 子 群 。 今 
用 此 法 来 证 下 面 两 个 Burnside 定 理 。 

定理 6.2 若 在 群 G 中 有 一 个 共度 元 素 类 C# {1}， 其 中 
元 素 个 数 h= p!， 而 p 是 素数 ， 则 G 不 是 单 群 ， 即 是 在 其 中 有 
非 平 凡 的 正规 子 群 。 

证 ， 设 了 ， 和 了, 是 G 的 所 有 既 约 表示 ， di, "ng d, 是 
它们 的 维 数 ， 而 X,，…，X, 是 它们 的 特征 标 。 将 认定 7 是 
一 维 表示 ， 并 且 对 所 有 9 都 有 7: (9) = 1。 此 时 对 所 有 9 有 
X1《g) = 1。 若 是 7 中 还 有 另 一 个 一 维 表示 ， 则 其 核 必 是 G 中 
的 非 平 凡 正 规 子 群 。 所 以 可 认定 当 i1 时 ，di>1。 

设 gE€C。 若 是 7;(g) 是 纯 量 矩阵 ， 则 又 是 在 G 中 必 有 非 
平凡 正规 子 群 。 不然 的 话 ， 如 果 p 不 整除 di:， 则 由 定理 6.1 知 


i(g) = 0。 今 利用 公式 Xice= > diXi; 及 命题 3.1， 我 们 有 
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Kia =0=1+ DdiX(9) =1+ pz, 


这 里 z 是 一 个 整 代数 数 ， 由 之 得 z= 1/p， 根 据 命题 4.1， 这 
是 不 可 能 的 。 定 理 证 完 。 

定理 6.3 若 (G :1) = pr"qs， 其 中 p，9 是 素数 ， 则 群 6 
是 可 解 的 。 (49 

证 ， 对 群 G 的 元 数 作 归 纳 法 去 证 。 这 里 我 们 将 利用 有 限 
群 论 中 以 下 熟知 的 结果 : 

a) 芳 群 G 的 元 数 是 素数 的 宪 ， 则 群 C 有 非 平凡 的 中 心 

2) 车 群 G 的 元 数 被 p" 整 除 ， 共 中 p 是 素数 ， 则 在 G 中 有 
元 数 为 加 的 子 群 (Sylow 定 理 ) 。 

在 G 中 取 定 一 个 元 数 为 p" 的 子 群 妨 ， 并 令 g 丰 1 属于 玉 的 
中 心 。 令 万 = {zEG| zg = gz} (元 素 g 的 正规 化 子 ), 显 然 
五 二 珂 ， 因 此 〈G: 万 ) 整除 (G: 互 ) = qs。 但 易 见 与 g 共 轰 
的 元 素 个 数 恰 是 (G: 五 ) ， 即 是 的 寄 。 依 定理 6.2， 在 G 中 
有 非 平凡 正规 子 群 六 。 依 归纳 假设 ， 群 和 和 群 GC/N 都 是 可 
解 的 ， 这 时 显然 得 群 G 也 是 可 解 ， 而 这 正 是 要 证 的 。 


习 题 


除去 习题 18 一 22 外 ， 在 所 有 习题 中 都 假定 K 是 域 且 其 特 
征 不 整除 群 C 的 元 素 。 
1. 设 G = {9:，…，9 中 是 有 限 群 , M 和 六 是 两 个 KG- 模 ， 
〈13) 我 们 重 提 一 下 ， 一 个 群 G 叫 作 可 解 的 ， 如 果 在 其 中 有 一 个 
子 群 列 G 了 G1 G2 …… Gm= 19, 并 且 对 所 有 i= 0 
1，…，m-1 (Go=G) Gin 是 G1 的 正规 子 群 且 商 群 
Gi/Gir1 是 交换 群 。 
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f :MM> 和 N 是 任意 一 个 线性 变换 。 证 明 ， 由 式 子 


f On = 十 >> flmgi')g 


i=l 


定义 的 有 瑞 射 J: 叶 一 入 是 KG- 模 间 的 同 态 。 

2 ,利用 习题 1 去 证 明 ， 在 上 述 情况 下 任意 子 模 NCM 者 
是 和 的 直 和 项 提示， 把 上 面 指出 的 构造 方 法 应 用 到 空间 玫 
到 子 矢 辣 六 的 任 一 射影 上 ， 并 利用 命题 .6.2〉 。 这 个 结果 
给 出 Maschke 定 理 的 一 个 新 的 证 明 ， 它 不 依赖 第 六 章 中 的 结 

3. 证 明 ， 若 G=G,xG,， 则 有 同 构 KG 上 KCIOQKG:， 

在 习题 4 一 6 中 假定 域 K 含 n= (G:1) 次 本 原单 位 根 (或 
假定 它 是 多 项 式 x" ~ 1 的 分 解 域 ) ， 并 假定 G 是 交换 群 。 

4. 证 明 ， 在 上 述 假设 下 ， 群 代数 KG 是 可 烈 的 ， 而 群 G 
有 n 个 不 同 的 既 约 表示 ， 它 们 都 是 一 维 的 《 即 是 一 些 同 态 对 
应 G>K*， 具 中 KK* 是 域 K 的 乘 洛 ) 。 

5. 用 G 记 群 6 在 域 K 上 的 所 有 上 既 约 表示 《它们 称 作 G 在 K 
上 的 特征 标 ) 组 成 的 集合 。 对 于 任 二 特征 标记 和 /， 令 
(f1f2)(g9)=f,(9)f,(9), 其 中 gEG，。 

qa) 验证 ，f if 也 是 G 在 K 上 的 等 征 标 ， 且 关于 这 样 定义 
的 运算 G 作 成 元 数 为 的 Abel 群 呈 

b) 证 明 ， 对 于 任意 固定 元 素 g€ G， 由 式 子 g (f) = 
/(g) 所 定义 的 映射 9:G~K 是 群 G 的 特征 标 。 

c) 证 明 ， 把 g 映 到 9 的 映射 6:G->G 是 群 间 的 同 态 对 
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d) 证 明 ，Ker6= {1}， 即 6 是 单 射 ， 又 由 于 (G:1) = 


(G :1) ， 故 6 是 群 的 同 构 。 

6、 利 用 熟知 结果 : 任意 有 限 Abel 群 可 分 解 成 特 环 群 
的 直 积 ， 去 具体 计算 出 其 所 有 的 特征 标 ， 并 证 明 G>CG (与 
上 习题 中 的 同 构 对 应 6 不 同 ， 这 个 同 构 本 质地 依赖 于 把 C 表 
成 循环 群 直 积 的 具体 形式 ) 。 

7 、 称 四 元 数 代数 (参看 第 一 章 $1 例 4) 的 子 集 {e， 
j，k， 一 e， 一 i， 一 j， 一 各 为 四 元 数 群 。 验 证 这 8 个 元 素 关 
于 乘法 确 组 成 群 。 找 出 此 群 在 实数 域 上 和 复数 域 上 的 所 有 既 
约 表示 。 《提示 在 后 一 种 情形 可 利用 第 一 章 习 题 3 的 结 
果 .) 

8 .以 a，6b 为 生成 元 ， 以 a" = b=1，ba=a 1b 为 定义 关 
系 式 的 群 叫 正 多 边 形 群 D，。 

a) 证 明 ，D, 是 元 数 为 2n 的 有 限 群 。 

b) 验证 ， 对 应 


， 27k 
cos 一 Sin 人 
9 
sin27R Cos2R 1 全 
n n 
《k 是 整数 ) 给 出 群 D, 的 一 个 表示 ， 并 且 对 满足 不 等 式 0<<k 
之 n/2 的 不 同 & 值 ， 表 示 Ts 是 既 约 的 且 是 下 等 价 的 。 

c) 找 出 群 D: 的 一 维 表 示 并 证 明 这 些 表示 以 及 表 示 Tu， 
0<k<n/2《 见 上 面 b)》 给 出 D, 存 复数 域 上 或 实数 域 上 的 所 
有 妹 约 表示 。 (提示 ， 利 用 定理 2.1.) 

下 面 习 题 〈9 一 13〉 用 来 刻 划 对 称 群 S，( 也 就 是 集 {1， 
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2，…， 作 上 所 有 置换 作成 的 群 ) 的 表示 。 先 回忆 一 下 关于 
这 个 群 的 结构 的 某 些 结果 。 把 i 变 到 i,，i。 到 is。，…,is 到 计 ， 
而 其 余 不 动 的 置换 叫 作 长 为 的 循环 ， 记 作 Gi，is，…,)。 
假设 所 有 数 ii， …， 衣 为 不 同 的 。 可 能 有 k=1。 循环 Gi, 
i 和 Cf DD) 叫 作 无 交 的 ， 如 果 集 们 ， a} 
和 {六 ，…， 认 不 相交 。 任 一 置换 0 可 分 解 成 无 交 循 环 之 积 
oO= CG 其 中 
1 十 … 十 如 =n， 并 且 这 个 分 解 是 唯一 的 (精确 到 因子 的 顺 
序 ， 因 为 易 见 无 交 的 循环 是 可 换 的 ) 。 长 的 集 《k,,…, hi) 
叫 作 置换 的 循环 型 。 

9 .证 明 ， 在 3 中 两 个 置换 共 罗 当 且 仅 当 它 们 有 共 同 的 
循环 型 。 因 此 ， 在 S$, 中 共 胃 元 素 类 由 循环 型 ， 也 就 是 把 数 
吉成 自然 数 之 和 n = + … + 的 划分 唯一 确定 。 

下 面 我 们 永远 认定 ，k, >k, 宇 … 宝 hh。 这 样 的 循 环 型 可 
由 所 谓 Young 图 很 方便 的 给 出 。 我 们 把 x 个 单元 分 成 1 行 ， 第 
i 行 有 入 个 的 分 布 叫 作 一 个 Young 图 。 

例子 (zx= 5 时 ) 


5=3+1+1 5=2+2+1 
65=4*1 、 
数 {1，2，…， 癸 在 一 个 Young 图 的 单元 上 的 一 个 任意 


分 布 叫 作 此 图 的 一 个 阵 位 。 说 对 应 于 划 分 (k;，…，k.》 的 
Young 图 高 于 对 应 于 划分 C1，…，1:) 的 图 ， 如 果 ,>1,, 


186 


或 者 = 六 而 A: >/， 或 者 R =11，k。=1, 但 ks>1s， 等 等 
《字典 排列 ) 。 

10. 设 刀 , 和 刀 : 是 两 个 Young 图 上 的 阵 位 ， 且 知 其 中 第 一 
个 图 高 于 第 二 个 图 。 

a) 证 明 ， 对 于 这 些 图 上 的 任意 阵 位 D, 和 D, 必 存 在 两 
个 数 i 二 7j， 它 们 位 于 D, 的 图 的 同一 行内 而 位 于 D, 的 图 的 同 
一 列 内 。 

6b) 证 明 ， 对 任 一 置换 o， 可 得 对 换 ( 即 长 为 2 的 循环 
Tri= (让 i 和) 和 T= (j17:)， 使 得 t,o =or,， 并 且 数 1，1 在 
刀 : 的 图 的 同一 行 而 数 户 ， 户 在 刀 : 的 图 的 同一 列 。 

11. 设 D 是 一 个 Young 图 上 任意 给 定 的 阵 位 。 令 Po 表示 
把 数字 在 此 图 的 行内 变动 的 置换 的 全 体 ， 而 Qo 表示 把 数字 
在 列 内 变动 的 置换 全 体 。 

0) 验 试 ，Po 和 Qo 是 3, 的 子 群 ， 并 且 PonQo= {1}。 

64) 证 明 ， 如 果 D, 和 Ds 是 同一 Young 图 上 的 两 个 阵 位 ， 
则 或 者 存在 数 对 i，j，i 关 j， 它 们 在 D, 的 同一 行 中 且 在 DD， 
的 同一 列 中 ， 或 者 在 D, 的 行内 和 六, 的 列 内 移动 其 数字 而 都 
变 成 相同 的 阵 位 。 

c) 证 明 ， 对 于 任 一 阵 位 D 和 任 一 置换 os， 或 者 存在 对 换 
TiEPo 和 对 换 r:EQn， 使 得 rt10 = ors， 或 者 o=Lmn， 其 中 
56EPo 而 mnE Qp， 并 且 这 样 的 表示 是 唯 一 的 。 

12. 设 DD 是 某 个 图 上 的 阵 位。 在 群 代数 4=S, 中 取 元 素 
cp 如 下 ; 

cD= > sgn (7) £7, 
2EPo 
7EQD 
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其 中 sgn(7) 是 置换 7 的 符号 ， 对 于 偶 置换 它 是 1， 对 于 奇 置换 
它 是 - 1{， 将 称 元 素 cp 为 相应 于 阵 位 也 的 Young 对 称 子 . 

证 明 ， 若 cE Pp， 则 ocp = cp， 而 着 oc E Qp， 则 cpo = 
sgn(o)cp。 反 之 ， 如 果 a& .4 是 任意 满足 这 些 条 件 的 元 素 ， 
则 有 个 a€ Kk 使 得 a= ccop。 (提示 利用 习题 11,c) 中 结果 .) 

13. 令 4=KS,，MMp=cpA4， 其 中 co 是 Young 对 称 子 。 

a) 证 明 En(Mo) =K。 提示， 利用 上 一 习题 的 结果 》 

6) 在 习题 10 的 假设 下 ， 证 明 HomaC(MDp,，M Dp,) =0。 

c) 由 上 去 证 明 ， 当 刀 历 饥 所 有 Young 图 上 的 所 有 阵 位 ， 
Mp 穷尽 了 所 有 单 4- 模 《在 同 构 意 义 下 ) ， 并 且 Mo AM 
当 且 仅 当 如 ,，D, 是 同一 图 上 的 阵 位 ， 

14. 设 4=KC，M 和 六 是 两 个 任意 全 模 ，X 和 #% 是 相应 
表示 的 特征 标 。 在 定理 3.5 的 符号 用 法 下 去 证 明 


I > hxlg) ygi') =dimHomA M, N). 

15. 由 推论 2.3 和 4.6 推 出 ， 元 数 p? (p 是 素数 ) 的 群 必 
是 Abel 群 。 

16. 设 邓 是 群 代 数 KC 上 的 模 , M "是 M 上 的 线性 型 空间， 
即 是 M "= Homx (CM,K)。 验 证 下 面 事 实 ， 对 任意 FE M"， 
mEM，9EG， 规 定 (1g) 4m) = frg-50，, 则 M "成 为 KG- 模 
并 且 如 果 T 是 相应 于 以 的 表示 ， 而 7T* 是 相应 于 M* 的 表示 ， 
则 有 7T"(g) =7(9- 7 ( 撤 表 示 对 矩阵 作 转 置 ) 。 特 别 ， 如 
果 X 是 表示 7T 的 特征 标 ，X" 是 表示 7 "的 特 征 标 ， 则 X*(g) 
=X(g-!)， 而 车 K =C， 则 X*(g) = X(9)。 

17. 群 G 在 复数 域 (或 实数 域 上 的 表示 7 叫 作 本 表示， 
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如 果 所 有 和 矩阵 7(9) 是 西 和 矩阵 。 

a) 证 明 ， 有 限 群 G = {9,，…，9 直 的 任 一 复 〈 实 ) 表示 
必 等 价 于 一 个 本 表示 〈 提 示 : 在 相应 的 模 对 中 随便 取 一 个 纯 
量 积 (wu，v) ， 使 得 M 变 成 西 〈 欧 氏 ) 空间 ， 令 ck，U = 


> Cg sng)。 此 时 纯 量 积 cu 仍然 变 M 为 西 空间 ， 且 对 


所 有 9EG， 有 人 ug,tg> = uw) 

6b) 由 上 导出 下 述 事 实 的 另 一 个 证 明 ，G 在 域 R 和 域 C 上 
的 表示 是 完全 可 约 的 。 

2) 用 无 限 循环 群 为 例 来 说 明 ， 对 于 无 限 样 ，a》 中 结论 
不 成 立 。 

在 最 后 这 些 习题 中 ， 假 定 域 K 的 特征 p 整 除 群 C 的 元 数 


18. 设 开 是 群 G 的 子 群 ， 且 指数 〈G: HH) 与 p 互 素 ,，N 
是 KG- 模 MM 的 子 模 ， 且 作为 K 万 - 模 是 可 补 的。 证 明 ， 这 时 
从 作 为 KG- 模 也 是 可 补 的 。 (提示 ， 在 G 关 于 态 的 信 集 中 各 
取 一 个 代表 而 象 习题 1, 2 那样 去 作 。) 

19. 设 G 是 p- 群 , 即 n=p'。 令 1={ Baog9| Da 

gEG g 

= 0}. 证 明 /=radKG， 且 KG/1~K。 (提示 利用 第 六 
章 习题 1 中 的 结果 。) 

20.a) 设 朵 是 记 群 G 的 既 约 表示 。 证 明 [M:K] =1， 且 
对 所 有 mE M，g EG， 有 mg =m。 

6) 证 明 ，G 在 K 上 的 任 一 表示 等 价 于 么 三 角 表 示 ， 

即 具有 形式 
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染 
ro | 
了 间 本 


c) 由 5) 推出 ,任意 有 限 p- 群 G 同 构 了 沪 p 和 璋 余 类 域 上 
么 三 角 和 矩阵 群 的 一 个 子 群 。 

d) 证 明 ， 任 意 有 限 p- 群 G 是 圳 零 群 ， 即 是 在 其 中 存在 
一 个 正规 子 群 列 G = G6, 汪 G ,二 … 刁 Gs= {1}， 使 得 对 任意 
i=1，…，k， 商 群 Gi:1/G; 包 含 在 G/G; 的 中 心 内 。 

21. 刻 划 循环 六 群 在 特征 加 的 域 上 的 不 可 分 解 表示 .证 明 
它们 的 个 数 等 于 群 的 元 类 。 

22. 设 G 是 元 数 为 p* 的 非 循环 群 ( 即 是 两 个 元 数 为 p 的 循 
环 群 的 直 积 ) 。 对 于 任意 偶数 4， 构 造 群 G 的 d 维 不 可 分 解 表 
示 。〈 提 示 ， 车 a 和 4b 基 G 的 循环 直 因 子 的 生成 元 ， 令 

E XxX 
o E) 
其 中 是 单位 矩阵 ， 关 是 任意 穹 阵 ，》 证 明 ， 如 果 域 K 是 无 
限 的 ， 则 存在 群 G 的 无 限 多 个 d 维 互 不 等 价 的 表示 。 把 此 结 
果 推 广 到 任意 非 循环 p- 群 上 。 

23. 设 G 是 三 个 以 4，&8，c 为 生成 元 的 p 元 循环 群 的 直 积 . 
验 试 下 面 事实 ， 令 


To=(2 a Tw =(S E). TO=(D a); 


T=(0 2) TCD =( 


其 中 多 和 了 是 任意 方 阵 ,我们 便 得 群 G 的 一 个 表示 7 = Tx,y， 
并 且 表 示 7Tx,v 和 7 x:,r1 是 等 价 的 ， 当 且 仅 当 和 矩阵 对 关 ，Y 了 和 
入 1， 了 是 相似 的 ， 即 有 和 珑 阵 C 使 得 Xi = CXC- 7 = 
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CYC- 。 顺 便 指出 ，C.A.Kpyraak 对 任意 非 循 环 思 群 
(p>>2) G 构 造 了 表示 Sx,y， 它 依赖 于 矩阵 对 关 ， 了 ， 并 且 
表示 Sx,r 和 Sx1,Yi 等 价 ， 当 且 仅 当 和 矩阵 对 钱 ,， 了 和 XX,,， 了， 
是 相似 的 在 相似 的 意义 下 ， 对 矩阵 对 进行 分 类 是 线性 代数 
最 困难 的 任务 之 一 ， 直 到 现在 仍 没有 解决 ， 
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第 八 章 ”Morita 定理 


在 第 二 章 8 3 中 ， 我 们 曾 提 过 ， 可 除 代数 D 上 的 模 和 单 
代数 M,C(D) 上 的 模 《 可 同样 地 构成 》. 该 章 § 6 中 结果 表 
明 ， 同 型 半 单 代数 上 的 模 都 具有 同样 的 一 些 性 质 ， 这 些 模 的 
自 同 态 环 彼此 同 构 ， 等 等 。 在 第 三 章 8 5 中 ， 这 些 结果 被 移 
置 到 任意 同型 代数 上 的 投射 模 上 去 〈 预 理 丰 .5.5〉。 可 以 证 
明 ， 此 处 可 省 去 投射 性 的 条 件 ， 同 型 代数 上 的 所 有 模 有 同样 
的 结构 。 但 是 ， 为 了 给 予 这 个 结论 以 精确 的 描述 要 引入 一 系 
列 概念 ， 它 们 现在 在 数学 各 个 分 支 ， 起 着 重要 的 作用 。 这 首 
先 指 的 是 范畴 和 函 子 的 概念 ， 还 有 范畴 的 等 价 概念 ， 后 者 是 
《同样 地 构成 》 这 个 词 的 数学 解释 ， 

在 本 章 中 ， 我 们 证 明 Morita 定 理 。 它 恰 是 断言 ， 两 个 代 
数 同型 ， 当 且 仅 当 其 上 的 范畴 是 等 价 的 。 证 明 此 定理 所 用 的 
技巧 〈 张 量 积 ， 正 合 序列 ) 在 许多 其 他 问题 中 也 是 很 有 益 
的 。 特 别 在 8 5 中 ， 我 们 将 建立 双 模 的 张 量 代数 ， 它 是 格式 
的 路 代数 概念 的 推广 ， 并 在 刻 划 非 半 单 代数 〈 不 一 定 是 可 发 
代数 ) 时 起 与 之 类 似 的 作用 。 


§ 1 范畴 和 函 子 


说 给 定 一 个 范畴 C， 如 果 定 义 了 : 
1) 集合 ObC， 其 中 元 素 称 作 范畴 C 的 象 元 ; 
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2 ) 集合 MorC， 其 中 元 素 称 作 范畴 C 的 射 元 ; 

3 ) 每 一 射 元 /€ MorC 对 应 一 象 元 序 对 (X,Y) (将 称 
是 射 元 / 的 始点 ， 了 为 的 终点 , 记 作 f:XX> 了 ,并 说 是 象 
元 六 到 象 元 了 的 射 元 ， 所 有 半 到 了 的 射 元 的 集合 记 作 
Hom( 关 ,了 ), 如果 想 要 标明 所 在 范畴 , 则 记 作 Hom.(X,Y)， 

4) 对 任 三 个 象 元 X,Y, ZEObC 和 任 二 射 元 f:XX>Y 了 和 
9:Y 一 2 唯一 地 确定 一 个 射 元 gj 六 和 -2 称 之 为 射 元 /和 39 的 
合成 或 乘积 。 

5 ) 射 元 的 乘法 是 结合 的 ， 即 对 任 三 个 射 元 f,g，h， 只 
要 下 面 每 一 乘积 有 意义 ， 就 有 h(gf) = (hg)f 40449083 

6 ) 对 任意 象 元 和 XE ObC 存 在 有 射 元 1,E Hom(X,X)， 
使 得 对 任意 射 元 f:X-> 了 和 g:Z 一 X, 有 f1:=f，1:9=g。 

容易 验证 ， 具 有 上 述 性 质 的 射 元 1: 是 唯一 的 。 称 之 为 
象 元 六 的 单位 射 元 或 恒 等 射 元 。 

范畴 之 例 1， 集 范 畴 Sets。 此 范畴 的 象 元 是 一 些 集合 ， 
而 射 元 刻 们 -> 了 是 集合 X 到 集合 Z 内 的 映 射 。 射 元 的 乘积 
就 是 依次 施行 这 些 映 射 。 范畴 的 所 有 公理 都 成 立 是 显 见 
的 。 (15) 

2. 群 范畴 Gr。 此 范畴 的 象 元 是 群 ， 射 元 /:X-> 了 是 群 开 
到 群 了 的 同 态 对 应 ， 而 其 乘法 就 是 通常 同 态 对 应 的 乘法 。 

《14) 易 见 此 等 式 之 左 侧 有 意义 ， 则 其 右 侧 也 有 意义 ， 反 之 也 
对 ， 一 一 这 种 情况 出 现 ， 当 且 仅 当 射 元 f 的 终点 与 射 元 g 的 始点 一 
致 ， 而 g 之 终点 和 有 的 始点 一 致 。 

《15》 当然， 在 这 样 定义 下 ，Ob (Sets) 和 Mor (Sets) 不 是 集合 。 
但 是 对 于 所 有 实际 目的 这 不 是 本 质 的 ， 永 远 可 以 限制 在 某 一 确 定 集合 
的 和 和 (及 其 映射 》 的 范围 内 ,这 一 注 记 也 适用 于 其 他 类 似 的 例 
i 


193 


3. 可 类 似 地 去 定义 域 K 上 向 量 空间 的 范畴 〈( 记 之 为 Ve- 
ct， 如 果 想 指明 域 ， 则 记 作 Vectx) K- 代数 范畴 Alg (或 
Algx) ， 代 数 4 上 右 模 范畴 mod-4 或 左 模 范畴 4-mod， 等 
等 。 在 所 有 这 些 例 子 中 ， 射 元 都 是 集合 间 的 一 些 映射 ， 而 射 
元 的 乘法 都 是 映射 的 依次 施行 。 但 下 面 例子 表明 也 有 另外 类 
型 的 范畴 。 

4, 可 把 任 一 半 群 已 (有 单位 元 ) 看 成 是 只 含 一 个 象 元 的 
某 个 范畴 的 射 元 集 。 这 时 很 自然 地 把 射 元 的 乘法 取 作 半 群 书 
中 的 乘法 。 

5. 矩 阵 范畴 Mat。 自 然 数 是 范畴 的 象 元 , 而 射 元 集 
Hom (m,n) 取 为 所 有 系数 在 域 K 中 的 nx m 和 矩阵 的 全 体 . 射 元 
的 乘法 就 是 通常 矩阵 的 乘法 。 这 里 验证 所 有 公理 是 显然 的 。 

8. 设 M 是 个 偏 序 集 , 把 它 看 成 是 一 个 范畴 的 象 元 集 , 而 当 
zs 时 ，Hom(z,y) 由 一 个 射 元 组 成 , 否则 就 取 Hom (zx, y) 
=$。 这 里 射 元 的 乘法 显然 可 用 自然 方式 去 定义 。 

7. 路 范畴 。 设 3 是 某 个 格式 (参看 第 三 章 8 6) 。 可 把 
它 依 下 法 和 一 个 范畴 Cs 连 系 起 来 ， 设 ObCs=5S, 而 
Hom (i,j7)， i,j7ES， 是 具 始 点 i 终点 7 的 路 的 集合 。 和 在 
第 三 章 中 一 样 ， 路 的 乘积 定义 为 把 一 个 路 衔接 到 另 一 路 上 ， 
而 把 具 始 点 i 终点 i 的 空 路 (参看 第 三 章 ) 取 作 1;。 又 是 容 
易 去 验证 ， 这 样 得 到 一 个 范畴 ， 将 称 之 为 格式 S 的 路 范畴 。 

8. 对 偶 范 畴 。 由 任 一 范畴 C 可 以 如 下 构造 一 个 新 的 范畴 
C°. 令 ObC°= ObC,MorC°=MorC， 但 我 们 规定 射 元 f 在 
范畴 C" 中 的 始点 〈 终 点 ) 是 它 在 范畴 C 中 的 终点 〈 始 点 ) 。 
我 们 把 在 范畴 C 中 定义 的 乘积 19 取 作 在 范畴 C*" 中 9 和 / 的 乘 
积 gf。C* 叫 作 关 于 范畴 C 的 对 侦 范 畴 。 显 然 C** = C。 
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为 了 避免 混乱 , 范 团 C "的 象 元 和 射 元 通常 也 附加 小 天， 
挟 "j 太 等 等 。 这 样 上 面 引 进 的 定义 可 写成 下 面 形 式 ，ObC” 
=(ObC)。， MorC "= (MorC)。， Homc°® (X°, VY°)= 
Homc (Y,X)°, 而 g°f*= (fg)°, 

在 任意 范畴 中 同 构 的 概念 是 有 意 义 的 。 这 就 是 ， 射 元 
f:X-> 了 叫 作 同 构 ， 当 目 仅 当 有 射 元 广 !:Y-~> 式 ， 使 得 广 5 
= 1x 而 f 广 :=1lr。 显 然 ,在 这 些 条 件 下 , 广 : 是 唯一 确定 的 ， 
称 之 为 的 逆 元 。 当 然 ， 广 :也 是 同 鬼 且 〈 广 25= /。 容 易 
验证 ， 同 构 f 和 9 的 乘积 〈 如 果 它 有 定义 的 话 》 也 是 同 构 ， 
并 且 (9 有 /= 三:9 

和 在 讨论 群 、 代 数 和 模 时 间 态 概念 起 着 重要 作用 一 样 ， 
在 范畴 的 理论 中 ， 函 子 的 概念 占据 中 心地 位 。 

由 范畴 C 到 范畴 D 的 函 子 亚 指 的 是 一 对 映 射 ， 已:ObC 
一 ObD 和 oor : MorC->MorD， 并 且 它 们 满足 下 列 条 件 ， 

1) 若 f :和 -> 了， 则 Foo lf) ; Fa (KX)—> F(TY); 

2) Foollx)= 1ro, (x) 

3 ) 如 果 乘 积 gf 有 定义 ， 则 FF 6.Cgf) 

= Fao(g) PF ao f). 

通常 把 bor(f) 和 下。《 半 ) 简 写成 FF(f) 和 FCX)。 

函 子 的 例 。1. 设 C 是 任 一 范畴 。 固 定 随 便 一 个 象 元 XE 
ObC， 而 依 下 法 作出 一 个 函 子 hx:C->Sets。 如 果 Y 阅 CObC， 
则 令 hx(Y)=Hom(X,Y)。 如 果 f: 了 ->Z， 则 取 hx(f) 为 集 
Hom(XX, 了 ) 到 集 Hom(X ,2) 的 一 个 映射 , 它 把 任意 射 元 g. 
X -> 了 映 到 射 元 19:X->Z。 条件 1) 2 ) 显然 成 立 ， 而 由 身 
元 乘法 的 结合 性 可 得 条 件 3 》 。 (9 

〈16)》 建议 不 熟悉 范畴 技巧 的 读者 去 实地 验证 它 。 
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若 C=mod-A( 或 A-mod), 其 中 4 是 域 K 上 的 代数 ， 则 
所 有 集合 Hom(X, 了 ) 是 域 K 上 向 量 空间 ， 且 易 见 对 于 任意 户 
映射 Ax(1) 是 同 态 。 因 此 ， 在 这 种 情形 可 把 &x 看 成 是 到 天 上 
向 量 空间 的 范畴 Vect 内 的 亲子 。 

2. 忽 略 函 子 . 设 C = Gr, 刀 = Sets。 今 定义 函 子 已:C-> 
九 ， 令 FGXD)= 扣 而 已 CD=A (对 任意 XEObC, f€ 
MorC) 。 换 言 之， 我 们 《忘掉 》 久 上 的 群 结构 , 而 只 把 全 简 
单 地 看 作 一 个 集合 ， 把 同 态 就 看 作 是 集合 的 映射 。 这 个 函 子 
称 作 群 范畴 到 集 范 畴 的 忽略 函 子 。 

如 果 取 C 为 《具有 较 丰 富 结构 的 集 的 范畴 》， 而 取 刀 为 
《具有 较 贫 乏 结 构 的 集 的 范畴 》， 则 我 们 可 以 相仿 地 构造 一 
系列 忽略 函 子 的 例子 来 。 

例如 : a) C=Algxk,， DD= Vect 6) C=mod-A, 万 = 
Vect; c) C=Algi, DD=Algx， 基 中 工 基 域 KK 的 扩 域 ， 等 
等 

3. 设 4 是 某 一 个 代数 , B = M,(A4). 今 依 下 法 作 函 子 G， 
mod-A->mod-B。 对 于 任 一 4- 模 MM 令 GCM) =nM .用 下 面 
自然 方式 赋予 CCM ) 以至- 模 结构 ， 把 元 素 zEGCM ) 看 成 分 
量 取 自 M 中 的 ” 维 向 量 ， 对 任意 bcB， 按 普通 矩阵 乘法 
规则 去 规定 zxg。 如 果 f: MN 是 4 模 间 的 同 态 ， 则 规定 
CCD:IGCCM)->GC(CN) 为 《 按 分 量 进 行 》: 对 z= (zt yx) 
规定 CC(PDz = (fzx1,…, fxs)。 易 证 G(f) 是 B- 模 间 的 同 态 ， 
并 且 上 述 规定 确实 定义 了 一 个 函 子 。 

4. 若 工 是 域 K 的 扩 域 ， 则 可 作 函 子 下 :Algx->Algr， 取 
(4) 为 L- 代 数 41= A@L， 而 取 F(f) (其 中 fA4->B) 为 
工 -代数 的 同 态 /@1: 4 一 有 。 
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5. 设 C 是 有 单位 元 的 半 群 ， 把 它 看 成 是 只 有 一 个 象 元 的 
范畴 〈 范 畴 的 例 4 ) 。 今 来 讨论 由 范畴 C 到 范畴 Vectx 的 函 
下 是 怎样 的 。 出 于 OpbC 只 含 一 个 元 素 ， 故 和 欲 定 义 Fw 只 需 
政 定 一 个 向 量 空间 乒 。 此 时 对 于 半 群 中 的 任意 元 素 a 有 F(a) 
EE(V)， 并 且 FQ)=1r， 而 了 Cab)= 了 (a)F (6)。 这 就 是 
说 ， 太 ao 是 半 群 C 在 向 量 空间 三 上 的 一 个 表示 。 

6. 若 C" 是 对 偶 于 范畴 C 的 范畴 ， 则 函 子 书 :C?"-> 忆 常 称 
作 由 范 哮 C 到 范 时 刀 的 反 变 函 子 〈 此 时 由 C 到 万 的 通常 函 子 叫 
作 正 变 函 子 ) 。 浊 于 在 集合 ObC°* 和 ObC 之 间 ， 以 及 MorC。 
和 MorC 之 闻 存 在 一 一 对 应 ， 对 于 反 变 函 子 政 言 可 把 映射 6。 
入 mor 顺序 看 成 是 映射 ObC->ObD 和 MorC->Mor 厂 , 但 是 ， 
这 时 函 子 定义 中 的 公理 1) 一 3) 具有 下 面 形式 ， 

1°) 车 fi 和 > 了 ， 则 FO):F(Y)>F(X) (FF 《( 反 转 
箭头 》》， 

2°) F(1x)= 1r x), 

3°) Flg/])=F(f)F(g) (FF 《改变 箭头 的 次 序 》》。 

类 似 于 例 1 可 得 到 反 变 函 子 的 一 个 重要 例子 。 固 定 象 元 
XEObC 可 以 构造 一 个 函 子 hex:C。->Sets， 令 hex( 了 。) = 
Hom(Y, 久 )， 而 h*x(f°)( 其 中 f: 了 ->2Z) 是 映射 Hom (Z,X) 
>Hom( 了 , 义 ), 它 把 射 元 g:Z 习 上 映 到 射 元 gf: 了 一 XX 如 
果 C=mod-A4 (或 A-mod) ， 则 hx 还 成 看 成 是 函 子 C"-~> 
Vect, 


S$2 正 合 列 


在 下 面 将 经 常 遇 到 一 些 情 况 ， 那 时 我 们 不 得 不 同时 注 察 
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相当 多 的 模 以 及 它们 之 间 的 以 各 种 关系 相 联系 的 一 些 同 态 ， 
为 了 刻 划 这 种 状况 ，《 图 和 正 合 列 的 语言 》 是 很 方便 的 。 例 
如 ， 设 给 定 模 MM; 和 ArG = 1 2,3) 和 同 态 万:Mi 一 NO = 
1,2,3), g:M >M,, h:M—>Ms, g' :Nj—>N, 以 及 hh 
Na~Vs， 这 时 ， 我 们 就 说 是 给 定 了 下 面 的 模 图 


9 h 
Ma 一 > M,—> MM, 


a a | (1) 
Ni 一 > 人 :一 > Ns 
图 (1 ? 叫 作 交换 的 ， 如 果 1:9=9/ 广 及 Fi= 及 太 。 换 
言 之 ， 如 果 在 图 中 连接 一 对 模 有 两 条 路 ， 则 延 其 中 每 一 路 所 
得 同 态 的 乘积 是 相等 的 。 类 似 地 ， 对 一 般 情 况 可 定义 交换 图 
的 概念 。 可 以 想象 ， 这 个 术语 将 能 使 我 们 简明 地 描述 非常 复 
杂 的 状况 。 
设 给 定 由 模 和 辣 态 组 成 的 列 〈 有 限 或 无 限 ) 
frsi fi 


MS yy 
我 们 说 ,此 列 在 项 MM; 处 是 正 合 的 ,如 果 Kerfi=Imfi-，。 
如 果 列 〈 2) 在 其 所 有 项 处 都 正 合 ， 就 说 它 是 正 合 的 。 
今 给 出 一 些 例子 以 说 明 引 进 的 概念 。 


f 
1. 列 0 一 NM (第 一 个 映射 显然 是 零 映 射 ) 是 正 合 


的 ， 当 且 仅 当 Kerf = 0， 即 /是 单 射 。 类 似 地 ， 列 NM NN 一 
0 是 正 合 的 ， 当 且 仅 当 9 是 满 射 。 


2. 讨 论 一 下 列 0 ->N 坊 MSL 的 正 合 性 意味 着 什么 ， 在 
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顶 六 处 正 合 和 上 面 一 样 说 明了 是 单 射 。 换 言 之 ， 信 可 以 看 成 
(把 它 与 Im 等同 起 来 ) 是 对 的 子 模 。 在 项 MM 处 正 合 说 明 
Imj=Kerg， 即 六 可 和 同 态 9 的 核 等 同 起 来 。 


类 似 地 ， WN NS 0 的 正 合 性 意味 着 9 是 满 间 态 ， 
利用 此 满 同 态 可 将 工程 商 模 37 /Imy 等 同 起 来 (这 个 商 模 叫 作 
同 态 /的 上 核 ， 记 作 Cokery)。 

3. 最 后 ， 正 合 列 


mn 
说 明 j 是 单 射 而 9 是 满 射 ， 并 且 如 果 借助 单 射 P) 把 YN 和 
的 一 个 子 模 等 同 起 来 ， 则 工 和 商 模 MV/N 同 构 。 
4. 今 把 投射 模 定义 中 的 一 个 “〈 参 看 定理 夏 ,3.5) 用 图 和 
正 合 列 的 语言 转述 一 下 ， 模 忆 是 投射 的 ， 当 且 仅 当 任 意 形 如 
P 
| 7 
M—>N—>0 


且 具 有 正 合 列 的 图 都 可 以 扩充 成 交换 图 


Zr 


MeN 0 


(提醒 一 下 ， 这 里 的 正 合 性 意味 着 9 的 满 性 ， 而 交换 性 就 指 
等 式 f =g/) 。 
正 合 列 
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0 加 0 

书 作 可 橡 的 ， 如 果 存 在 单 射 了 :M->N 和 g:L>M， 使 得 ff 
= 1 而 99= 11。 俯 命题 了,6.2， 只 验证 /( 或 9) 的 存在 就 够 
了 ， 在 这 种 情况 妇 等 同 杆 直 和 入 狼 L， 并 且 是 自然 局 入 入 
一 NL (将 元 类 xzEN 映 入 (x,0)) ， 而 g 是 VN@L 到 第 二 直 
和 项 上 的 射影 。 

最 后 ， 我 们 给 出 一 个 图 的 预 理 ， 在 下 面 将 常用 到 它 。 

预 理 2.1 (五 同 态 预 理 ) ” 设 在 交换 图 


/i f 
7 Pe 0 gs ———>if, 
(3) 
ol 91 | 9 | 9: "| 94 0: 
N N 和 N N, 


i To i i dt pe 
中 两 列 都 是 正 合 的 ， 而 同 态 g;:，i=1,2,4,5 是 同 构 。 此 时 9 


必 也 是 同 构 。 

证 : 设 zEMs 是 ps 的 核 中 元 素 ， 即 paz= 0。 此 了 时 
94fsz=gsygsz= 0， 又 因为 94 是 问 构 ， 故 fsx=0， 即 xE 
Kerfs. 依 正 合 性 有 Kerf=1m/f;,, 这 说 明 可 得 元 素 y€ M ，， 
使 得 z= fy, 此 外 ，g292y=psf2y=9szx=0。 这 样 就 有 
JayEKerg: =Im9g 即 有 zEN 使 pz=giz 但 ol 也 是 同 
构 ， 故 有 xzE 以 使 z= piu。 并 由 交换 性 得 piu= gi914= 
912=g2y， 从 而 f14=y。 这 时 有 z=f2y=fifiu=0《 仍 
由 正 合 性 ) 。 这 样 Ker 9s=0， 即 ps 是 单 射 。 

今 任 取 一 元 素 aoE Ns。 由 于 wp4 是 同 构 ， 坎 有 bS AL 使 
得 gsb=gsa。 此 外 有 gsfib=gs94b6=g4gsaa=0， 这 说 明 
f1b=0 及 bEKerf,=Imfs, Tb=fsc, cEM,, 令 0=a- 

9sc。 因为 gspsc=gsfsc=psb=gsa， 故 gsa=0， 即 2€ 
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Kergs= Imygs. 设 4=gsd,d€ 六 :。 取 cE 及 ,使 得 d=92c. 
此 时 gsf2c= gap2c=9sd=a, 由 之 a=atgsc=ga(fic+c) 
EImyps。 这 样 ,ps 是 满 射 ， 因 而 也 是 同 构 。 
下 面 是 最 常 遇 到 应 用 五 同 态 预 理 的 一 些 情 况 。 
1 ) 给 定 一 个 交换 图 
0 一 > 1 一 >17 ,一 > 7 一 > 0 
Yi | 9 | Fs y 
0—>N—> N,—>N,—>0 
它 具 有 正 合 列 ， 并 且 9; 和 gs 是 同 构 ， 此 时 ps 也 是 同 构 
(在 二 图 中 零 模 间 添上 恒 等 映 射 就 得 形 如 〈3 ) 的 图 ， 因 而 
由 预 理 2.1 即 得 ) 。 
2 ) 给 定 交 换 图 
Ni—>M.—>M,—>0 
PD! | Ps | Fs | 
Ni—> N,—>N,—>0 
它 的 列 都 是 正 合 的 ， 并 且 9; 和 是 同 构 。 此 时 gs 也 是 同 
构 ， 添 加 一 些 恒 等 映 射 可 将 上 图 扩充 成 
af ->) ,一 >11 一 >0 一 >0 
9 | 2 | ys | | | 
Ni 一 > 和 一 > N,—>0—>0 
再 利用 预 理 2.1。 
3 ) 类 似 地 ， 如 果 在 具有 正 合 列 的 交换 图 


中 g,，9; 是 辣 构 ， 则 gi 也 是 同 构 。 
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33 张 量 积 


本 节 中 我 们 将 引入 模范 畴 上 的 一 个 重要 函 子 一 一 模 的 张 
量 积 。 

设 4 是 一 个 代数 ，M 是 右 4- 模 ， 而 N 是 左 4- 模 ， 在 向 
量 空间 M@N 中 ， 考 虑 由 一 切 形 如 za@y -rz@ay，zEM， 
yEN，acE 4, 的 元 素 生 成 的 子 空间 7T. 商 空间 (M@N)/T 
叫 作 模 M 和 六 在 代数 4 上 的 张 量 积 , 记 作 M@4N, 用 x 表示 自 
然 射影 M@N->M@4AN .x 和 双 线 性 映射 @: M x NMQN 

(把 (xz,y) 映 到 zx@y) 的 合成 给 出 双 线 性 映射 @4:MxN 
一 M@4N。 在 此 映射 下 《zx,y) 的 象 是 zx@4y = xzQ@y)。 

映射 @4 具有 一 个 新 增加 的 性 质 ，za@4y = z@4ay， 将 
称 之 为 《内 4- 双 线性 性 》。 此 外 ， 和 @ 是 泛 双 线性 映 射 一 
样 ，@4 是 泛 内 4- 双 线性 映射 ， 其 意义 在 下 面 定理 中 给 出 。 

定理 3.1 设 :M xN-> 太 是 到 任意 向 量 空间 环 的 一 个 
内 A- 双 线性 映射 。 此 时 ， 必 存在 唯一 的 线性 映射 f:M@4N 
一 广 ， 使 得 对 任意 zxEM，yEN 有 下 (zy)= f(z@4y)， 

证 ， 因 为 是 双 线 性 的 , 可 得 唯一 的 线性 映射 p:M@N 
~> 矿 ， 使 得 对 任意 zEM，yEMH 有 下 (zy)=0CzGy) ( 定 
理由 .2.1) 。 但 VCza@y -rz@ay) =9(za@y) -g(r@ay) 

= 下 (zaoy) ~ 了 (zay) =O， 这 是 由 于 的 内 4- 双 线性 性 。 
因而 TCKerg, 而 yp 导出 唯一 的 映射 /:M@4AN->V， 使 得 
g= fxn， 也 就 是 f(x@4y)=fr(r@y)p(r@y)= F(zr,y), 

显然 ， 泛 内 4- 双 线 性 映射 在 不 计 标准 同 构 下 是 唯一 确 
定 的 。 
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这 个 泛 性 使 得 我 们 较 简 单 地 证 明 张 量 积 的 基本 性 质 。 

命题 3.2 ”对 任意 两 个 4- 模 同 态 /: M->M' 和 g:NN> 
NV' 存 在 唯一 线 性 映射 /1@s9:MQ@4N->M/ @4N'， 使 得 
(f@49) (ry) = fr@agy. 如果 :MI -MT 和 9 :VN 一 
"是 另外 两 个 同 态 ， 则 (f'@4g')(f@19)=f'f@4g9'g。 

证 ， 考察 映 射 厂 :MxN->M'@4N'， 这 里 我 们 定义 
F(z,y)= jz@49y。 易 见 严 是 内 4- 双 线 性 映射 因此 ， 存 
在 唯一 映射 1/@4g:M@@4N ->M'@4AN'， 使 得 

(f@49) (7@4y) = 下 (zy) = frB19y, 

第 二 个 结论 是 显 见 的 。 

上 述 性 质 使 得 我 们 可 以 把 张 量 积 看 成 模范 畴 的 一 个 函 
子 。 精 确 的 说 就 是 ， 取 定 一 个 左 4 模 WV 而 作 函 子 @4V; 
mod-A->Vect, 把 任 一 右 4- 模 M 映 到 向 量 空间 MG@4N, 而 
任 一 同 态 f: M>M' 映 到 映射 J@4l:M@4AN 一 M'@AN。 由 
命题 3.2 可 知 ， 它 满足 函 子 的 公理 。 类 似 地 ， 可 以 建立 函 子 
M@44-mod->Vect ( 取 定 右 4- 模 M) 。 

张 量 积 的 这 种 函 子 性 质 有 时 可 把 M@4N 转化 成 仍 是 
模 。 钢 如 ， 设 入 是 4-B- 双 模 (或 者 ， 常 说 成 是 给 定 情形 M4 
和 4Na)。 此 时 每 一 元 素 bE B 诱 导 一 个 4- 模 同 态 N 一 NN， 
它 把 元 素 y EWN 带 到 yb， 随 之 也 就 确定 向 量 空间 的 同 态 
M@4N >M@4N, 它 把 zx@4y 带 到 z@4yb， 显 然 ， 这 样 就 
把 MQ@4N 弄 成 一 个 刀 - 模 。 同 样 地， 在 情形 saM4，4N 时 ( 即 
MM 是 B-4- 双 模 而 和 N 是 左 4- 模 ) ， 令 bz@4y) = bx@@4y， 
便 把 M@4N 乔 成 左 B- 模 。 最 后 在 情形 eM 4，4Nc 张 量 积 
ME@4N 可 成 为 B-C- 双 模 。 这 使 得 我 们 可 以 重 复 施行 张 晤 
乘积 ， 讨 论 〈 在 适当 的 情形 下 ) 三 个 或 多 个 模 的 积 。 此 时 相 
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乘 济 顾 序 是 没关系 的 ， 这 图 好 是 下 面 命题 要 说 明 的 。 

命题 3.3 在 情况 M4, 4Na,sL 下 存在 唯一 的 同 构 

(MBN DaL SI MOANGaL) 

它 把 〈(z@4y)G@sz 映 到 zx@4(y@sz)。 

证 ， 固 定 元 茶 zEZL， 而 定义 映射 已 :MXxN-> 
可 @a( 和 N@aL) 为 Fry)=z@40 Basz) 。 显然 它 是 内 
4- 双 线 性 的 ， 因 而 存在 唯一 确定 的 线性 映射 f::M@AN 一 
划 罗 4( 六 加 gD), 它 把 z 芍 43 映 得 x 区 4(y 四 a2), 邻 z 变 动 起 来 ， 
使 得 内 B- 双 线性 映射 :CM@4AN) x L>M@A(N@aL), 
它 将 元 素 对 〈(z@4y,z) 变 为 zZ@4YG@az) 。 映 射 夏 诱导 出 
唯一 的 线性 映射 请 CMGQ4N)G@L-3Q@CNQeL) ， 它 把 

CQ@4y)G@az 变 成 x@@4(y@az) ， 即 1CzQ@4y)Q@sz= 
XA4(y 四 Bz)， 类 似 地 , 可 建立 线性 映射 g: MBs NsL) 
(MAN) 9aL， 它 把 x 的 4(y@az) 变 成 (714y) 2, 

因为 形 如 zi(y@3az) (相应 地 ， (zx 加 4y) 多 sz) 的 一 切 
元 素 显 然 生 成 空间 术 @s(N@gL) (相应 地 ，(M@AN) 
@@sL) , 故 f 和 9g 是 互 逆 的 映射 ， 这 也 正 是 我 们 要 证 的 。 

易 见 在 情况 c 几 4,4Na,aLp 下 ， 上 面 建立 的 同 构 对 应 也 
是 C-D- 双 模 的 同 构 对 应 。 

类 似 地 ， 可 证 明确 立 函 子 @@ 和 Hom 之 间 连 系 的 命题 。 

先 指出 , 壁 如 说 ,在 情形 aM4, N44 下 ,空间 Hom4(M,N) 
可 变 成 右 B- 模 ， 为 此 ,只 要 令 (fb) Cm) = 了 (bm) .类似 地 ， 
在 情形 M4，sV4 下 Hom4(CMH,N) 可 成 为 左 B- 模 ， 而 在 
情形 aM4，cN 4 下 Homa(M,N)》 可 成 为 C-B- 双 模 。 这 时 
有 下 面 

命题 3.4 〈《 共 罗 公 式 》) ”在 情形 M4 4Ns,， Ls 下 存 
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在 唯一 的 同 构 对 应 
HomasCMQ4V, L)SHoms(M,Homs(N,L)), 
它 将 同 态 0: MB@4N-> 工 映 到 同 态 p:M->HomsCN,ZL)， 使 
得 Ce pray) 。 
: 容易 验证 "是 .4- 模 之 间 的 同 态 。 今 构造 其 道 映射 ， 
令 交 : ee N,L) 是 4- 模 同 态 。 此 时 易 见 ， 把 (z, y》 
变 到 %(z)(y) 的 映射 M x N- 工 是 一 个 内 4- 双 线性 映射 ， 
因而 它 确定 一 个 映射 4:MG@4N- 工 ,使 得 4%zQ@4y) = 
%(z)(y)。 容 易 验 证 % 是 8- 模 同 态 ,并 且 这 样 建立 的 这 两 个 映 
射 Homs(M@4N,L) 态 Hom4(M,Homs(N,L))〉 是 互 逆 的 。 
下 面 这 个 所 谓 《 正 合 性 质 》 是 函 子 @ 和 Hom 的 重要 性 
质 。 
命题 3.5 (a) .4- 模 列 


下 
0 一 MA ~。 (1) 
是 正 合 的 ， 当 且 仅 当 对 任意 4- 模 六 叙 列 
h 
0 >Homu(N, MD 各 CO2Hom CN， M,)-———> LAA 
Homa(N, Ms) (2) 
是 正 合 的 。 
(b) A- 模 列 
Mib MS NM,0 (1) 
是 正 合 的 ， 当 且 仅 当 对 任意 4- 模 六 令 列 
0 SHoms Ms NY SD Hom NS OY 
Homsa( M1, N) (2/) 
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是 正 合 的 。 

证 ， 假 设 叙 列 〈1 ) 是 正 合 的 。 此 时 f 是 单 射 ， 并 且 如 
果 hpnw(CDo=/p=0， 其 中 p:N 一 MI， 则 必 p=0， 即 pw(P 
是 单 射 , 而 叙 列 〈2) 在 项 Hom4s(CN,M,) 处 是 正 合 的 。 因 为 
Imf=Kerg，gf = 0， 因 而 hyx(g)hwy(f)=hn(gf)=0. 这 
说 明 Impv(CAPDCKerhnw(9)。 今 设 mpEKerhnw(9)， 其 中 o 
一 M:。， 换言之 有 hw(g)p=gp=0。 此 时 ImpCKerg= 
Imf。 但 同 态 f 给 出 同 构 对 应 M ,~Imf， 因 而 ”可 以 表 成 
乘积 fp， 其 中 yw:N 一 必 1,， 即 9g=hn《f])EImhn《(f)， 故 煞 
述 (2 ) 在 项 Hom4(N,M:) 处 是 正 合 的 。 

反 过 来 ， 设 对 于 任意 Y， 和 叙 列 〈2 ) 是正 合 的 。 把 入 取 
为 Kerf， 我 们 得 对 应 Hom4 (Kerf, M1)>Hom4 (Kerf，, 
M,) 是 单 射 。 但 若 p 是 Kery 到 M :内 的 嵌入 ， 则 fp=0， 
由 之 得 p= 0 即 必 erf = 0 ， 故 /是 单 射 。 

今 设 N=MM。 此 时 f=fly=hy(f) (1n) ElImhy(f)= 
Kerhvw(g),， 因 而 gf=hn(g)(f)=0， 即 是 ImfCKerg。 
最 后 ， 令 N =Kerg，9 为 入 到 用, 的 嵌入 。 此 时 hn(g)(g) 
=gg=0， 这 就 是 说 ，pEKerhy(g)=Imhy(f)， 即 是 p= 
fy， 由 之 有 Kerg = ImypCImf， 因 而 叙 列 (1) 是 正 合 的 。 

类 似 地 可 证 得 结论 (5) 。 

利用 共 轿 公式 可 把 正 合 性 质 转 移 到 张 量 积 上 。 

命题 3.6 若 右 4- 模 列 

1M 一 >M :一 >M 一 >0 (3) 
是 正 合 的 ， 则 对 任意 4-B- 双 模 N，B- 模 列 
MIGQ4V 一 >M GO4N 一 >M:Q@4N 一 >0 (4) 
也 是 正 合 的 。 
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证 ， 傅 命题 3.5， 我 们 只 需 对 于 任意 B- 模 工 检 证 一 下 令 
列 

0—>Homs(M,@N, L) -Homna(CM .人 V， 工 ) 一 

Homs (MM ,6@, NaL) 
的 正 合 性 。 但 依 命题 3.4， 些 叙 列 可 以 改写 为 
0~>Homa(M,, Homs(N,L)) ->Homs( M,, Homs 
(N,L)) >Homa(M, Homa(N,1)) ， 
这 时 它 的 正 合 性 便 可 由 命题 3.5 立 得 。 

上 述 性 质 常 说 成 ，《 函 子 Hom 是 左 正 合 的 ， 而 函 子 @ 
是 右 正 合 的 》， 或 者 更 准确 些 说 ， 函 子 hw 和 h8 是 左 正 合 
的 ， 而 函 子 @4V 是 右 正 合 的 。 当 然 函 子 M@4 也 是 右 正 合 的 

(其 证 明 类 似 于 命题 3.6) 。 

在 本 节 结 来 时 ， 我 们 指出 下 面 这 个 简单 事实 。 

命题 3.7 把 元 素 m 映 到 m@41 的 上 映射 于 ->M@4A4 是 右 
A- 模 的 辐 构 对 应 。 把 元 素 n 映 到 1@4r 的 映射 ->4@4V 
是 左 4- 模 的 同 构 对 应 。 

为 了 证 明 只 需 指 出 ， 把 〈m,a) 喘 到 ma 的 映射 Mx4 
一 MM 显然 是 内 双 线 性 的 ， 并 且 由 它 导 出 的 对 应 M@xA4 一 伯 
是 同 态 对 应 ， 后 者 和 给 出 的 映射 互 逆 。 


3 4 Morita 定理 


在 本 节 中 我 们 将 弄 清 ， 对 于 什么 样 代 数 4 和 8， 模 范畴 
mod-4 和 mod- 刀 是 《同样 构成 的 》。 对 此 ， 首 先 该 把 《 同 
样 构成 的 》 这 个 词组 的 意义 说 准确 ， 即 是 要 指明 ， 我 们 将 认 
定 什么 样 的 范畴 是 相同 的 。 可 以 如 下 求 定义 范畴 C 和 C 的 同 
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构 ， 同 构 指 一 个 函 子 已:C-~C, 它 有 逆 函 子 CG:C-=>C, 即 是 
GF =1lc，FG=1c'。 这 个 定义 看 来 是 不 成 功 的 。 第 一 ， 在 
自然 出 现 的 函 子 中 一 般 没有 这 样子 的 ， 第 二 ， 某 些 范畴 ， 从 
自然 的 角度 来 看 是 《相同 的 》， 人 得 在 这 种 意义 下 却 是 不 同 构 
的 。 和 矩阵 范畴 Mat 和 向 量 空间 范畴 Vect 可 以 作为 这 样 的 例 
子 。 这 样 现象 的 原因 是 清楚 的 ， 和 矩阵 范畴 刻 划 向 量 空间 只 
《精确 到 同 构 》， 而 在 范畴 Vect 中 每 一 个 空间 都 有 许多 《 同 
构 的 样本 》。 因 而 在 它们 间 无 法 建立 一 一 对 应 。 

更 自然 地 方式 是 ， 不 去 利用 函 子 的 等 式 ， 而 用 函 子 间 的 
同 构 。 下 面 给 出 准确 定义 。 

设 亚 和 C 是 范畴 C 到 范畴 C 的 两 个 函 子 。m 是 一 个 映射 ， 
它 把 花 黑 站 每 -个 象 元 EDObC 映 到 范畴 C 的 一 个 射 元 
JAD) >G(X) 上 ， 并 且 对 于 范畴 C 的 任意 一 个 射 元 
f :XX-> 了 ， 玉 面 图 


p(X) 
FON) G(X) 
FDP) ogy Yo 
PY) :Gy 


是 交换 的 。 这 时 我 们 称 映射 g 为 函 子 下 到 函 子 G 的 一 个 自然 
同 态 或 同 态 ， 并 记 作 mw: 天 ->G。 

若是 再 给 一 个 函 子 再:C->C' 和 函 子 G 和 瑟 间 的 一 个 同 
态 上 映射:G> 万 ， 则 可 以 定义 乘积 pgp: 下-> 廊 为 (yp) (XX)= 
%(X)9(X)。 易 见 ， 在 这 样 的 定义 下 ， 由 范畴 C 到 范畴 C7 的 
函 子 以 及 它们 之 间 的 同 态 映 射 全 体 组 成 函 子 范畴 Func(C， 
C') 。 此 外 ， 在 此 范畴 中 射 元 :已 ->G 是 同 构 ， 当 且 仅 当 
对 任意 象 元 六 EObC， 射 元 p(X) 是 同 构 。 在 这 种 情形 下 ， 
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我 们 说 p 蚌 函 子 间 的 同 构 , 记 作 gg: 了 『 今 G 或 Ff~G. 

这 样 ， 不 难 确信 在 命题 3.3 和 3.4 中 建立 的 同 构 ， 实 际 
上 就 是 相应 函 子 问 的 同 构 。 

设 有 函 子 对 下:C->C' 和 G:C'->C 满足 条 件 GF 之 1c， 
了 G 之 1c'。 我 们 称 这 样 的 函 子 对 为 范畴 C 和 C’ 间 的 一 个 等 价 
对 应 .如果 这 样 的 等 价 对 应 存在, 就 是 范畴 C 和 C' 是 等 价 的 。 

在 后 面 ， 我 们 需要 范畴 间 等 价 对 应 下 面 这 些 简 单 性 质 。 

命题 4.1 若 函 子 对 下 :C->C 和 G:C'->C 是 范畴 间 的 
等 价 对 应 ， 则 

(1) 把 f 映 到 FF(f) 的 映射 Homc(X,7)-~> 
Homc’ (F(XX),F(Y))〉 是 一 一 映射 ， 

(1') 把 g 映 到 Clg) 的 映射 Home’ (U,V) 一 
Homc(G(U),G CV)) 蚌 一 一 映射 ， 

(2 ) 射 元 fE MorC 是 同 构 ， 当 且 仅 当下 (f) 是 同 构 ， 

(2/) 射 元 g€ MorC' 是 同 构 ， 当 且 仅 当 Glg) 是 同 构 ， 

(3 ) 每 一 象 元 XEObC 同 构 于 形 如 G(0) 的 象 元 ， 其 
中 UEObC'， 

(3/) 每 一 象 元 UE ObC' 同 构 于 形 如 下 (六) 的 象 元 ， 
其 中 XEObC， 

我 们 给 出 《1 ) 和 (1') 的 证 明 ， 其 余 的 作为 容易 的 练 
习 留 给 读者 。 

设 亡 科 ~ 了 是 范 畴 C 的 一 个 射 元 。 用 ”表示 函 子 间 的 同 


构 CGF 福 lc 而 来 考察 交换 图 
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p(X) 
GPCA)— = 
| 


f 


cro| 
GF(Y) os Y 

因为 p(X) 是 同 构 ， 故 f=g(Y)GF(f)p( 久 )"!。 这 说 
明 由 (J) =FC(f') 可 得 f=f'， 即 映射 Home(X,Y)> 
再 omc' (P(X),F(Y)) 蚌 单 射 。 同样 可 证 Homc' (U,V) 一 
Homc《G(0),G()) 也 是 单 射 。 

今 取 任意 一 个 射 元 9:F(X) 一 下 (7)。 设 

J=0(G7)G(9)0(CX) 1，9' =F(f), 
此 时 和 上 面 一 样 有 =Y(Z)C(9/)9(X) 1， 由 之 以 及 wp( 刁 ) 
和 wl(Y) 是 同 构 便 得 C(9) =G(9')。 随 之 , 9=9' = 下 (1)， 
这 说 明 映 射 Homc《( 人 ,了 ) 一 Homc’ (F(X ), (FY)) 是 一 一 
的 。 

下 面 转 来 讨论 模范 畴 。 设 函 子 对 下 ,G 是 范畴 mod-4 和 
mod-~8B 的 一 个 等 价 对 应 。 把 命题 4.1 和 正 合 性 判断 准则 〈 命 
题 3.5) 连 在 一 起 考虑 ， 便 得 下 面 的 命题 。 

命题 4.2 (a) 4- 模 列 


9 
0 二 
是 正 合 的 ， 当 且 仅 当 8- 模 列 


F F 
0—>FOMD) RRM HDFM,) 


是 正 合 的 ， 
(5) 4- 模 列 
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MyM >M, >0 
是 正 合 的 ， 当 且 仅 当 B- 模 列 


五 五 
LD pem, ,£9 工 (2 Po) 一 >0 


FM) > 
是 正 合 的 。 

(c) -4- 模 己 是 投射 的 ， 当 且 仅 当 B8- 模 CP》 是 投射 
的 。 

证 ， 我 们 来 证 明 (c) ， 而 把 (a) (5) 留 给 读者 。 为 此 我 
们 利用 投射 性 的 《图 式 》 定 义 (参看 $ 2 例 4) 。 假设 FC(P) 
是 投射 模 ， 并 给 出 4- 模 图 

p 

M—>N—>0 

其 中 的 列 是 正 合 的 。 应 用 函 子 已 ， 便 得 2- 模 图 

F(P) 

Fl) Ff 
FAOM)——>F(N)—>0 

其 中 的 列 也 是 正 合 的 (根据 结论 (6)〉。 它 可 以 扩充 成 交换 
图 


> 


ee 人 


扯 (0M) 一 一 一 FIN)~ 一 人 0 


并 且 依 命题 4.1 存在 一 个 射 元 f:P>M， 使 得 g=F(P。 但 
此 时 有 F(z 有 =FCDF( 有 =z)g=F(J)， 由 之 得 z= 
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f， 即 是 图 


和 


M 一 一 = N 一 -一 一 0 


是 交换 的 ， 因 而 已 是 投射 模 。 

反之 ， 若 是 已 为 投射 模 ， 则 与 之 同 构 的 GR(P) 也 是 投 
射 模 ， 此 时 由 刚 证 过 的 便 知 妃 CE) 是 投射 模 。 

推论 4.3 设 函 子 对 玉 , G 是 范畴 mod-4 和 mod-B8 间 

的 一 个 等 价 对 应 ，P=G(C(B)。 此 时 必 有 了 是 投射 4- 模 且 
EA《P) 之 B, 而 对 任意 4- 模 M 存 在 满 同 态 xP>M( 对 某 个 1)。 

在 这 种 情况 我 们 说 4- 模 P 是 生成 子 。 

证 ， 己 的 投射 性 由 8- 模 B 的 投射 性 以 及 命题 4.2 而 得 。 
其 次 ， 依 命题 4.1， 有 4(P) 之 Ba(B) 和 > B， 最 后 ,任意 4- 
模 对 必 同 构 于 形 如 CCV) 的 横 ， 其 中 六 是 某 个 B- 模 ,但 另 
一 方面 ， 存 在 满 同 态 auB-> N， 它 导出 满 同 态 G(nB)~nP-> 
GCV)~ M， 这 也 就 是 要 证 的 。 

今 取 定 一 个 投射 4- 模 已 ， 并 设 =E4(P)。 这 时 我 们 
说 妃 是 代数 4 的 一 个 伴侣 。 此 时 我 们 可 定义 两 个 函 子 F， 
mod-A->mod-B 和 G: mod-B>mod-4 如 下 ; 令 下 (MD) 

=Hom4(P, M)，G(N)=N@sP (把 P 看 作 左 B- 模 )。 还 
可 依 下 法 定义 函 子 的 同 态 对 应 9:1lao-s>FG 和 Y:GF> 
leo-4。 对 任意 五 - 模 N 取 CN) 为 同 态 对 应 N>Hom4(PP， 
N@aP) ， 它 把 元 米 x 入 暴 到 映射 x :P>N@3sP， 这 里 
的 定义 为 zCp) = p 区 ;.。 府 任 意 4- 模 寻 取 YY(M) 为 同 态 对 
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应 Hom4(P,M)QsP->M， 它 把 JQasb (其 中 fe 
Hom4(P, M) ，pEP) 映 到 f(p) EM 易 验 ，p 和 确 是 
孙子 间 的 同 态 映射 。 

我 们 指出 ， 一 般 说 不 是 任意 4- 模 都 同 构 于 形 如 GCN) 
的 模 。 事实 上 ， 永 远 有 满 同 态 f:nB 一 NN。 设 N'=Kerf 而 
9 是 满 同 态 mB->N'， 此 时 有 正 合 列 


HE SN 0 
随 之 ， 叙 列 
GoB) -CO Gowp) GN)—>0 
也 是 正 合 的 。 
但 GGB)~nP，GGnB)~mP， 即 是 说 ， 如 果 有 MM 之 
GCN)， 则 必 存 在 形 如 
mP—>nP—>M—>0 (1) 
的 正 合 列 。 
因此 ， 很 自然 地 来 考虑 另 一 个 范畴 mod-P， 它 的 象 元 
是 一 切 具 有 形 如 正 合 列 〈1 ) 的 4- 模 ,而 射 元 是 这 样 模 之 
间 所 有 同 态 映射 。 
定理 4.4 函 子 对 下 =hp 和 G=@sP 是 范畴 mod-P 和 
mod-B 之 间 的 一 个 等 价 对 应 、 
证 ,我们 来 证 明 ,g:1aos-s 仿 FG， 而 GPSS1oo4-p, 事 
实 上 ，p(B) 就 是 自然 同 构 对 应 
B= Homa(P, P)SHoma(P, B@sP) = FG(B), 
此 时 显然 p(nB8)〉 也 是 同 构 对 应 。 然 而 ， 我 们 已 经 知道 ， 对 
于 任意 B- 模 可 构成 正 合 列 
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9 
mB—>nB—>N—> 10。 
对 它 应 用 一 下 函 子 到 G。 由 于 G 是 右 正 合 函 子 ， 而 下 是 正 合 
的 《因为 P 是 投射 借 ) ， 故 得 其 中 列 邦 是正 合 的 交换 图 


9 f 
1 及 -一 > 有 一 一 一 ~ 人 一 >0 


pmB) nnB) | pCN) 
Y Y Y 
EGGO0D) 一 > 六 GG0 一 >PGCON)- 一 >0 
[Gg) FGCf) 

因为 plmB) 和 p(nB》 是 同 构 对 应 ， 由 五 回 态 预 理 〈 预 
理 2.1) 得 wCN) 也 是 同 构 对 应 ， 这 也 就 是 要 证 的 。 

类 似 地 可 以 证 明 ， 对 十 任意 模 凡 Emod-P 同 态 对 应 
攻 (MW) 也 是 同 构 对 应 。 

由 定理 4.4 和 推论 4.3 可 得 下 述 结果 。 

推论 4.5 (Morita 定理 ) 范畴 mod-4 和 mod-8B 是 等 
价 的 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 投射 生成 4- 模 已 〈 即 指 已 是 投射 模 
且 是 生成 4- 模 ) ， 使 得 4(P) 守 BB。 在 这 种 清 形 下 函 子 对 
了 =ho 和 G=@@sP 给 上 述 范 畴 间 的 一 个 等 价 对 应 ， 

Morita 还 证 明了 ， 实 际 上 范畴 间 的 任意 等 价 对 应 都 具 
有 此 推论 中 给 出 的 形式 。 

范畴 间 等 价 的 条 件 有 如 下 简单 的 意义 。 设 A 之 k1P1 甸 … 
旬 hP, 是 正则 4- 模 表 成 主 模 直 和 的 一 个 分 解 ， 且 当 ij 时 ， 
书 关 Pi。 若 P 是 投射 生成 4- 模 ， 则 存在 满 同 态 nP->A4， 由 
之 有 nP>A 命 MM。 这 时 据 Krull-IlIxan? 定理 ， 所 有 模 P,， 
…，P: 都 必 作为 直 和 项 出 现在 P 中 。 又 因为 任意 投射 模 都 是 
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一 些 主 模 的 直 利 ， 故 知 投射 生成 模 丛 是 这 样 的 投射 模 ， 所 有 
主 4- 模 都 作为 直 和 项 在 其 中 出 现 。 注 意 到 定理 下 .5.6， 我 
们 看 到 范畴 mod-4 和 mod-B 是 等 价 的 ， 当 且 仅 当代 数 4 
各 8 是 同型 的 ， 妈 是 它们 的 基 代 数 是 同 构 的 。 特 别 ，Morita 
定理 使 我 们 研究 模 时 可 以 局 限 当 4 是 既 约 代数 的 情形 . 此 
外 ， 第 三 童 中 § 5 中 的 结果 可 使 我 们 刻 划 其 上 的 模范 畴 互相 
等 价 的 所 有 代数 。 


§ 5 张 量 代数 和 继承 代数 


在 本 节 我 们 将 给 出 《路 代数 》 和 构成 (第 三 章 §$ 6) 的 一 
个 推广 。 双 模 的 张 量 代 数 就 是 这 样 的 推广 。 

设 B 是 一 个 代数 ,是 B 上 双 模 。 此 时 ,，V%*=V@aV 
仍 可 看 成 B- 双 模 。 重 复 这 个 程序 ， 令 =V® 4 @@aV， 
可 对 所 有 A> 2 构造 B- 双 模 V**。 此 外 ， 为 了 方便 ， 规定 
V* =B,，V*' = 由 张 量 积 的 结合 性 直接 可 得 VC@9s 
"V3 ttm 。 在 以 后 我 们 将 利用 这 个 同 构 对 应 而 把 

“VC@9p Vw 和 ”Wm 等同 起 来 。 


现在 来 研究 直 和 TC) = 国 F*。7(V) 中 的 元 素 是 有 
限 和 之) ti, 其 中 EV*%。 上 面 刚 建立 的 同 构 对 应 使 得 可 以 
k 
对 元 素 评 EF 和 加 EFs 定义 恬 法 ， ts=tC0p1,€ 
V* tm 。 这 个 乘法 依 线性 关系 可 扩张 到 整个 TO) 上 上， 而 


使 T(V》 戌 为 代数 《一 般 言 ， 是 无 限 维 的 ) 。 称 之 为 B- 双 
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模 矿 的 张 量 代数 

由 构造 方法 知 T(V) 包 含 子 代数 =V*" 和 B- 子 双 模 广 = 
V@!。 并 且 T(V) 是 具有 此 性 质 的 泛 代 数 ， 这 可 由 下 面 定理 
看 出 。 

定理 5.1 设 w%:B->4 是 代数 的 同 态 而 f:V>4 是 
B- 双 模 (7 的 同 态 。 这 时 必 有 代数 的 同 态 下 :TO 一 
局 限 在 8 上 它 和 9 重合 ， 局 限 在 六 FE 和 /了 重合 。 

证 ， 同 态 / 导出 B- 双 模 同 态 f”*:V>A”*。 另 一 方 
面 ， 把 ci@asa:Qs…Q@aa 映 到 a1a，…as， 这 样 代数 4 中 的 
乘法 就 导出 双 模 的 同 态 4”*->4。 如 是 ， 我 们 便 得 一 系列 同 
态 fn:V ->A, 使 得 fCv1@8…@@a08) = 了 (vf 6) fu). 
显然 这 就 使 我 们 得 到 代数 的 同 态 下:T(V)->4 (当然 还 要 令 
fo=g, f1=f)， 由 于 B 入 中 的 元 素 生 成 (作为 代数 )T(V)， 
故 得 下 的 唯一 性 ， 

和 通常 一 样 ， 定 理 5.1 中 所 表述 的 泛 性 在 同 构 的 意义 下 
唯一 地 决定 代数 TC)。 

在 代数 TCV》 中 很 自然 地 出 现 一 个 理想 J =J(V)= 


,多 VB@'。 我 们 将 称 之 为 张 量 代 数 的 基本 理想 。 


对 于 某 个 自然 数 & 满 足 关 系 姓 二 7 二 关 的 理想 TCT(CF)， 
我 们 将 称 之 为 规则 的 。 

对 于 我 们 最 重要 的 情形 是 当代 数 B 是 半 单 的 (其 至 还 是 
分 离 的 )。 原 来 ， 在 这 种 情形 ，B- 双 模 的 张 量 代数 起 着 《 泛 


(17) 对 任意 a€ 4,，b1，b2EB 令 biab;=q(bi)aqp(b1)， 这 
样 4 便 成 为 B- 双 模 。 


216 


复 盖 的 》 作 用 ， 类 似 于 路 代数 在 可 裂 情形 下 所 起 的 作用 〈 参 
看 定理 下 .6.6.)。 

定理 5.2 设 4 是 有 限 维 代数 ，R=radA, B=A/R。 假 
设 代数 8B 是 分 离 的 。 此 时 代数 4 必 同 构 于 代数 了 (VY)〉 关 于 蘑 
个 规则 理想 的 商 代 数 ， 其 中 矿 = R/R*， 

证 ， 依 Wedderburn-Maamzprea 定理 (定理 .2.1)， 
在 4 中 含有 一 个 子 代数 4 有 。 这 使 得 可 以 定义 代数 的 单 同 
态 9:B->4， 并 把 4 看 成 为 B- 双 模 。 此 外 ，A= A 甸 R( 作 
为 B- 双 模 ) 。 由 于 8@B' 是 半 单 代数 (定理.1.1) ， 故 
任 一 B- 双 模 都 是 半 单 的。 特别 ， 在 R 内 有 一 B- 子 双 模 及 使 
得 尺 =R 人 DR。 显然 ， 此 时 及 ~ 广 ， 且 利用 这 个 同 构 可 定义 
B- 双 模 单 同 态 f:V->R。 

依 定理 5.1, 存在 同 态 :T(V)->A, 它 在 B 上 与 9 重合 ,而 
在 上 与 /重合 。 这 时 政 导 出 代数 的 同 构 T7917?>A/R?。 
这 说 明了 =KerFCJ*。 另 一 方面 有 了 F(J)CR。 这 说 明 
FR(J)CRs， 又 因为 R 是 备 零 的 ， 故 有 某 个 k 使 F (J*)= 0 ， 
即 Jt*CI， 因 而 7 是 规则 的 。 

这 里 指出 ， 我 们 有 严 (B) = wp(B) :+.4， 且 已 OZ) = /GD) 
=R， 随 之 ， 任 意 元 素 rER 具 有 形状 r= 玉 (z)+r/， 此 处 
zEJ，r ER*。 由 之 显然 得 任意 元 之 rE Ri 具有 形状 F(z) 
+r/， 此 处 7EJVi 而 rE Ri+!。 由 平 根 的 短 零 性 ， 我 们 有 等 
式 已 (J) =R。 这 说 明 下 是 满 同 态 且 4~T()/7， 这 也 就 是 
要 证 的 。 

令 了 =A/R, =R/R*。 我 们 将 称 二 元 组 (B,V) 为 
代数 A 的 型 。 若 是 分 离 代数 , 将 称 .4 为 分 离 型 代数 。 显 然 ， 
型 决定 代数 4 的 格式 5(4) 〈 参 看 第 三 章 8 6 )。 因 此 我 们 将 
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称 此 格式 为 型 ( 甩 , 广 ) 的 格式 。 

显然 ， 如 果 B 是 半 单 代数 ， 是 有 限 维 B- 双 模 ， 则 对 任 
意 规则 理想 1， 商 代数 T(V)/7 是 有 限 维 的 ， 并 且 具 有 型 

(B,V) 。 特别 。 商 代数 TC YJ? 是 具有 给 定型 的 最 小 ( 指 

就 维 数 面 言 》 代数。 

在 上 而 我 们 已 经 误 过 ， 一 般 说 了 (F) 是 无 限 维 的 。 不 难 
给 出 保证 它 基 有限 维 的 条 件 。 

命题 5.3 设 P 是 半 单 代数 ， 是 有 限 维 B- 双 模 。 代 数 
T(V) 是 有 限 维 的 ， 当 且 仅 当 再 〈 妃 , 广 ) 的 格式 中 没有 图 。 

证 ， 显 然 ，T(F) 是 有 限 维 的 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 mw， 
使 "=0, 今 把 电表 成 单 代数 的 直 积 ，B= Bx… x 8B。。 
设 1=er+…+e, 是 相应 的 单位 元 中 心 分 解 ,而 ;= ese;。 
在 型 (B, 卫 ) 的 格式 S 中 有 从 点 1 到 点 7 的 射线 当 且 仅 当 i; 直 
0 。 这 里 我 们 及 = Bs (作为 召 - 双 模 ), 并 上 且 太 5@sF 天 


0 当 目 仅 当 六 ;jy 0，Vhu 关 0， 以 及 j=h。 因此 ei。*?ej 关 
0 尖 目 仪 当 由 点 六 到 点 六 有 长 为 2 的 路 ， 类 似 地 ei "ej; 顽 
0 当 且 仅 当 由 点 i 到 点 了 有 长 为 m 的 路 ， 由 之 便 得 定 理 中 的 
结论 。 

现在 应 用 这 里 得 到 的 技巧 去 刻 划 继承 代数 ， 即 是 其 所 有 
右 理想 都 是 投射 模 的 代数 〈 会 看 第 三 章 8 7) 。 

定理 5.4 具 分 离 型 〈B, 广 的 有 限 维 继承 代数 4 同 构 
于 T( 广 。 反 之 ， 若 在 型 〈 呈 , 广 ) 的 格式 中 没有 圈 ， 则 7T'(7V) 
是 有 限 维 继承 代数 。 

证 ， 首 先 验证 一 下 ， 了 = 了 (F) 是 继承 代数 。 先 指出 下 
面 一 点 ， 由 于 TGF )/7 人 也 是 半 单 代数 , 且 有 六 使 J"=0( 命 题 
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5.3) ， 故 有 J =rad7 (命题 下 .1.13)。 设 1= e+…+e" 是 
代数 万 的 单位 元 的 极 小 分 解 〈 显 然 ， 它 也 是 代数 了 的 单位 元 
的 极 小 分 解 ) 。 


车 Pi=eT= 思 cirso 则 有 
Pe 


PJ=ey= @el-elGsT, 


ke 


但 eV ~ 电 siUji, 其 中 Ui 是 单 B- 神 ， 故 知 
和 e 
PJ~@ Si(U 608T) ~ sp, 
4 i™ 


是 投射 模 。 随 之 / = 人 @ eV 是 投射 模 而 7 是 继承 代数 《定理 


下 .7.1)。 
由 于 定理 5.2 剩 下 来 只 需 证 明 ， 如 果 4=7/7 是 钦 承 代 
数 ， 其 中 了 是 规则 理想 ， 则 了 = 0 (提醒 一 下 ， 依 推论 页 。 
7.3， 在 继承 代数 的 格式 中 没有 圈 ) .。 令 R=J//=rad/， 
Pi= Pi/Pil 是 主 4- 模 。 今 对 A 作 归纳 法 来 证 明 Rs 全 1 全 
V4/J** ,归纳 法 的 出 发 点 8= 1 的 情形 , 则 可 由 7C7 得 出 。 
假设 R*-!/ Rr 之 J*-1/J*,k 之 2 而 考查 B= P(R* 1117 ， 


设 P~ @ iB,。 依 定理 有 .3.7，P=P(R*-'). 因 为 Rr! 是 


投射 模 ， 故 > R*-!。 这 时 有 R* 之 BPR, 而 R'/R*+!1~PR/ 


2T9 


BR*。 但 是 ,由 于 R/R2:<JA1 而 已 = PCJe1AJD< @sP， 


由 之 得 Re/R**'!' 之 PR/PR? 守 Jr/J**!， 这 就 是 要 证 的 。 因 
此 对 任意 A> 2 有 7CT*， 再 由 了 的 夭 零 性 便 得 T= 0。 定 
理 证 完 。 
习 题 
1. 证 明 下 列 每 一 范畴 与 其 对 偶 范 畴 等 价 : 
a) 有 限 维 向 量 空间 的 范畴 ， 
6b) 有 限 4bel 群 的 范畴 。 (提示 ; 利用 第 七 章 的 习题 
5.) 
2., 设 交换 图 
M.—>M.—>M,—>M, 
ee | 
Ni—>N.—>N,—>N, 
的 每 一 列 都 是 正 合 的 。 试 证 : 
0) 车 a1 是 满 同 态 ,a, 和 a 是 单 同 态 , 则 a 也 是 单 同 态 
b) 若 Q, 是 单 同 态 ,a ,和 as 是 满 同 态 , 则 a。 也 是 满 同 态 。 
3, 3 x 3 预 理 。 证 明 ， 若 在 交换 图 
0 0 0 
0—>M.—>N,—>L,—>0 


0—>M,—>N,—>L,—>0 


0—>M—>N,—>L,—>0 
} 
0 0 0 
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中 所 有 行 以 及 任意 两 个 列 是 正 合 的 ， 则 第 三 个 列 也 是 正 合 
的 。 
4 ,一 个 交换 图 


存在 唯一 同 态 p: 了 一 六 ， 使 得 £=fp,7=g9。 

证 明 ， 任 一 对 同 态 f:M->N 和 g:L->NN 都 可 嵌入 一 个 
Decart 方 中 提示 考 虑 ML 中 的 子 模 {(z, y)| f(z) = 
g(y)}) 。 这 样 方 的 唯一 性 如 何 ? 

5. 设 给 定 正 合 列 


了 9 
0 -一 > 工 一 > 一 > 一 > 0 


和 任意 一 个 同 态 mp:N' ~ 六。 考虑 图 
7 / 
0—>L—>M’—>N’—>0 


| 
v9 站 
0 一 > 了 一 > 一 > N 一 > 0 
其 中 右 侧 方 图 是 Decart 方 ， 而 f' 由 等 式 f=g’f'/ 和 g’f' = 
0 确定 (由 Decart 方 的 定义 知 这 些 等 式 唯一 地 确定 六)。 
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lr 9’ 


证 明 ， 此 图 的 上 列 是 正 合 的 〈 此 列 称 作 给 定 列 延 p 的 提升 )。 
6. 《Schanuel 预 理 ) 。 证 明 : 若 给 定 两 个 正 合 列 


天 
0—>N eg 7 0， 


和 
其 中 P,， 忆 :都 是 投射 模 ， 则 已 ,四 Na:sP 写 Ni (提示 ， 
考察 第 一 列 延 /， 的 提升 ， 以 及 第 二 列 延 fi 的 提升 。) 
7., 证 明 ， 左 投射 4- 模 范畴 和 右 投 射 4- 模 范畴 的 对 偶 范 
了 畴 是 等 价 的 。 〈 提 示 :， 利用 函 子 成 = Hom4(:, -4)。) 
38. 证 明 ， 对 于 任意 4- 模 几 存 在 正 合 列 


pd 
其 中 P,P。 是 投射 模 ,使 得 Kerf ocradP。, Kerf ,CradP,， 
并 且 如 果 


gi1 go 
Q.—>Q.—>M—>0 


是 另 一 个 具有 这 些 性 质 的 列 ， 则 存在 有 交换 图 


YY Yr YUr 
Q.—>Q.—>M—>0 


其 中 we 和 9 是 同 构 。 
9.(M.Auslander) 。 设 对 4- 模 M 可 得 一 正 合 列 


疡 了 Po， 
它 具有 上 一 习题 中 记 列 举 的 性 质 。 设 TrCa7) = Cokerh9(f1) 
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(参看 $ 1 中 函 子 的 例 6 以 及 习题 7 。) 

0) 证 明 ， 在 同 构 的 意义 下 ，Tr(M) 与 具有 上 述 性 质 
的 正 合 列 之 选择 无 关 。 

0) 试验 证 ， 正 合 列 


haCf1) 
he CP)— > hpP)—>Tr(M)—>0 


也 具有 习题 8 中 列举 的 性 质 。 

c) 证 明 ，TrCM)》 不 含 投射 直 和 项 。 

d) 证 明 ， 若 M = 了 BN， 其 中 是 投射 模 ,而 入 不 包含 
投射 家 和 项 ， 则 Tr(TrCM)) 之 N。 

10. 在 定理 4,4 中 的 符号 下 ， 证 明 ， 如 果 UU 是 单 4- 模 而 
F(D) 大 0， 则 (UV) 也 是 单 B- 模 ， 并 且 车 U' 是 不 同 构 于 
也 的 单 模 ， 则 下 CU) 天天 CU)。 

11. 设 1 =e1+…+es mn22， 是 代数 4 的 单位 元 的 极 
小 分 解 式 .， 证明 ， 代 数 4 是 半 单 〈 分 离 ) 的 ， 当 上 且 仅 当 对 任 
意 足 码 对 ij 代数 eAe 是 半 单 (分 离 ) 的 ， 其 中 e=ei+ en 

12. 证 明 ， 如 果 代 数 4 是 继承 的 ，P 是 投射 4- 模 而 B= 
巨 xACP)， 则 代数 8 也 是 继承 的 。 

13. 令 3 表示 形 如 


T， TY 
T2 > 
G2 

01 2 一 On 


的 格式 ， 并 设 4 是 路 代数 KCS) 关于 由 一 个 元 素 > ori 生 


和 
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成 的 理想 的 商 代数 。 证 明 ，4 不 是 继承 代数 ， 但 对 任意 异 于 
单位 元 的 短 等 元 e€ A 代数 eAe 是 继承 的 (提示 ; 若 $' 是 由 
格式 $ 的 部 份 〈 不 是 全 部 的 ) 点 以 及 连接 它们 的 全 部 射线 组 
成 的 格式 ， 而 e 是 格式 S’ 中 长 为 零 的 路 之 和 ， 则 eA4e 之 
K(S’). ) 


下 面 一 组 习题 〈14 一 19) 都 是 关于 张 量 积 的 一 个 应 用 
一 一 群 的 导出 表示 论 ， 设 妃 是 群 C 的 子 群 ，NN 是 一 个 KH- 
模 。 这 时 导出 KG- 模 Indg(CV) 定义 为 NQ@krKG。 若 了 是 
群 互相 应 于 模 六 的 表示 ， 而 xX 是 它 的 特征 标 ， 则 群 G 相 应 于 
模 Ind8CN) 的 表示 称 作 T 导 出 的 表示 ,而 它 的 特征 标 Ind8CX) 
叫 作 导 出 的 特征 标 , 任 一 KG- 模 当然 都 可 看 成 为 
K 采 -~ 模 ， 这 时 记 作 Res&(M》 并 称 之 为 MM 在 子 群 上 的 局 
限 。 


14, (Frobenius 相互 律 )。 设 MM 是 一 个 KG- 模 XX 是 
它 的 特征 标 ， 六 是 一 个 天 五- 模 ，% 是 它 的 特征 标 。 

a) 证 明 

Homexe (Indf(N), M)~Homxns (CNW，ResgCM) ) 。 

6) 证 明 ， 车 n=(G:1),m=( 玉 :1)， 则 

+S Indgy (gx = 二 > ph) ResgxXCh-1), 

gEG n€H 
(提示 ; 利用 第 七 章 中 的 习题 14。) 

c) 由 a) 推出 ， 若 域 K 的 特征 不 整除 群 G 的 元 数 ，M 是 
单 KG- 模 ,而 入 是 单 K 玉 -~ 模 , 则 M 在 Ird%(M)》 中 出 现 的 重 
数 等 于 入 在 Res&8《CM) 中 出 现 的 重 数 。 
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15. 设 fF 汪 HH 是 G 的 两 个 子 群 .证 明 ,对 于 任意 KK 二- 模 
NN 有 Ind&(N)~Ind$(Indg(N)) 。 
16.(Makki 公式 )。, 设 入 是 群 G 的 两 个 子 群 , 0,,…， 


as 是 G 关 于 三 利 严 双 陪 集 的 代表 元 集 ( 即 G= > Hoif， 
并 且 这 些 类 两 两 不 交 ) . 令 有 Hi=(o*Ho) 几 F。, 任意 
KH- 模 N 可 变 成 KH;:~- 模 ,为 此 只 要 对 任意 h 规 定 
zx(oi lho;) =zh, 把 此 K 玉 ,- 模 记 作 入 i, 证明， 对 任意 KK 于 ~ 模 
N, 有 


S 
Reseg(Ind8CN)7) =@ Indf,(N)), 


(提示 :作为 上 /7-K 户 - 双 模 KG 可 分 解 成 直 和 图。 其 中 本 ， 


是 具 基 {hoif 1hEH,fEF8} 的 子 空间 。 验证 信之 
Indh, (KH:) (作为 KF- 模 ) ， 并 把 这 个 同 构 对 应 扩展 
到 整个 开辟 - 模 上 《〈 例 如 ， 可 仿照 定理 4.4 的 证 明 去 作 ) 。) 

17.a) 利用 习题 14 和 16 的 结果 去 证 明 : 若 天 是 特征 为 0 
的 域 ， 则 KG- 模 Ind8(CN) 是 单 的 ， 当 上 且 仅 当天 互 - 模 六 是 
单 的 且 对 任意 六 天 瑟 ;- 模 Ni 和 Res 久 CN) 没有 同 构 的 直 和 和 
项 (此 处 瑞 ;，NN; 的 意义 如 习题 16， 只 是 取 玉 = 右 ) 。 

2) 由 上 推 得 ， 若 及 是 正规 子 群 ， 则 表示 Ind&(T》 是 既 
约 的 ， 当 且 仅 当 T 是 既 约 的 且 对 任意 oF 及 ,TT 不 同 构 于 表 
示 7T。， 这 里 T6(h)=TCo-!'ho) 。 

18.a) 证 明 G 的 子 余 互 的 任 一 不 可 分 解 表 示 同 构 于 某 个 
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形 如 Res8(T) 〈 此 处 7 是 群 C 的 不 可 分 解 表示 ) 的 直 和 项 。 

6) 设 域 开 的 特征 jp 不 整 陈 指 阁 《G: 及 ) ， 试 证 ， 群 和 
的 任 一 不 可 分 解 表 示 同 构 于 某 一 形 如 Ind8&(7) 的 表示 的 直 
和 项 ， 此 处 7 是 五 的 不 可 分 解 直 示 。 (提示 ， 对 任意 瓜 G- 模 
MM 可 作 KG- 模 间 的 一 个 满 同 态 r:M@krxnKG->M， 它 作为 
K717- 模 的 满 问 态 是 可 和 裂 的 ， 表 利用 第 七 章 中 习题 18。) 

19 .利用 上 一 习题 以 及 第 七 章 中 习题 21 和 22 的 结果 来 证 
明 ， 群 G 在 特征 加 的 域 上 的 不 可 分 解 表示 共有 有 限 个 当 且 仪 
当 G 的 P-Sylow 子 群 是 循环 群 〈Higman 定理 ) 。 


第 九 章 ” 拟 Frobenius 代 数 


在 有 限 维 代数 的 理论 中 ， 右 模范 畴 与 左 模范 畴 之 间 的 对 
偶 性 起 着 重要 的 作用 。 我 们 将 要 在 本 章 建立 这 种 对 偶 性 ， 讨 
论 其 人 性质 ， 并 利用 所 得 结果 研究 两 种 代数 ， 由 Nakayama 提 
出 的 拟 Frobenius 代数 和 Asano 提出 的 单列 代 数 或 称 主 理 
想 代 数 。 


§ 1 对 偶 性 内 射 模 


首先 ， 我 们 在 某 个 有 限 维 代数 的 左 模 和 右 模范 畴 之 间 建 
立 对 偶 性 。 这 种 对 偶 人 性 可 以 如 下 定义 。 

任意 (有 有 限 维 ) 右 4- 模 M 对 应 到 按 下 述 法 则 建立 的 左 
4- 模 于"，a7 的 向 量 空间 取 作 邮 的 线性 函数 空间 〈 对 偶 空 
间 Hom(M,K) ,而 4 在 M "上 的 算 子 作用 按 公 式 (af)m= 
flma) 定义 、 此 处 FaE4， EM ，mEM。 易 验 这 时 
4 "成 为 左 -4 慌 。 

类 似 地 . 如果 儿 是 左 4- 模 ， 则 共 力 空间 M "成 为 右 4- 
模 。 

任意 线性 映射 pg， 衣 一 入 引出 一 个 共 轿 映射 9":，N' 一 
M"， 它 的 定义 是 : 

(pm= fpm), 
不 难看 出 ， 如 果 gp 是 4- 模 同 态 ， 则 p' 也 是 4- 模 同 态 ， 
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并 且 (gD)*=y'p*， 而 1"=1。 

令 模 M 对 应 于 M "， 同 态 m 对 应 于 % "， 我 们 便 得 到 了 反 
变 函 子 。 (看 第 八 章 8 1 ) 。 确 切 地 说 ， 是 两 个 反 变 函 子 ， 
一 个 从 右 4- 模 范畴 mod- 4 到 左 4- 模 范畴 4-mod， 另 一 个 
相反 。 称 它们 为 对 偶 函 子 。 

我 们 知道 ，M ~M ”之 间 有 一 个 自然 映射 6w， 将 向 量 
mE M 对 应 到 线性 函数 6(m): MM*->K。 这 里 6Cm) 依法 则 
6Cm)/=f(m) 定义 ， 显然 ，6w 确定 了 由 恒 等 函 子 到 对 偶 函 
子 的 合成 的 一 个 同 态 。 从 初等 线性 代数 知 ， 对 任意 有 限 维 空 
间 MM，6x 是 同 构 。 因 此 ， 我 们 的 论证 可 以 归 结 为 下 述 定 
理 。 

定理 1.1 这 些 对 偶 函 子 建立 了 mod~-A 与 (4-mod)* 
之 间 的 等 价 性 ， 特 别 地 ， 这 种 函 子 是 正 合 的 ， 且 从 M*=0 
可 推出 M = 0. 

推论 1.2 模 导 是 单 的 ， 当 和 旦 仅 当 模 MM* 是 单 的 。 在 这 种 
情况 下 ， 若 M~e4， 此 处 4= 4/rad4, 上 且 e 是 4 的 本 原 宕 
等 元 则 M "~ 4e。 

证 ， 因 为 W~ M”， 故 只 需 说 明 若 M 不 是 单 模 ， 则 M* 
也 不 是 单 模 。 事 实 上 ， 如 果 立 是 的 非 平凡 子 模 ， 则 有 正 合 
序列 : 

| 0>N—>~M—>M/N—>0. 
对 这 个 列 应 用 对 偶 函 子 ， 又 可 以 得 到 一 个 正 合 序列 
0-~(M/N) ->M ->N -0， 
其 中 CMV/AN) 和 N" 都 是 非 0 模 ， 即 M "不 是 单 的 。 

现 设 M~eA， 此 处 。 是 本 原 军 等 元 , 那么 Me 二 0， 并 

可 找到 函数 JEM', 使 (Me) 二 0。 但 flme)= (ef)(m)。 
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意味 着 eM' 关 0， 从 而 M* 人 >Ae. 
推论 1.3 在 模 以 与 M* 的 子 模 之 间 存 在 着 一 一 对 应 ,并 
使 包含 关系 反 向 。 
证 明 时 只 须 注意 到 这 样 一 点 , 任 取 子 模 YCM, 均 可 定义 
一 个 满 同 态 x:M->M/N， 从 而 有 意 同 态 x*: (CM/N)+-> 
M"*, 得 到 M"* 中 的 子 模 。 这 个 子 模 有 简单 的 含义 ， 它 重合 于 
“ 正 交 补 ”N+={fEM*，fCN) = 0}。 此 外 还 有 M"*/N?: 
N°", 
我 们 列 出 下 述 显然 成 立 的 公式 
CN, +N,)+:=N :NN,t, NNN)+:=N t+N, 
(1) 


满足 公式 〈 1》 的 对 应 叫 作 格 的 反 同 构 。 

下 面 常 要 用 到 这 个 子 模 ; (radM)+CM*。 因 为 radM 
是 内 的 极 大 子 模 的 交 , 故 (radMf)+ 是 M* 的 极 小 子 模 的 和 ， 
称 之 为 模 M "的 基 座 ， 记 作 socM "。 我 们 指出 ， 模 的 基 座 可 
由 下 述 公 式 定 义 。 

socM= {mEM |m(radA)= 0}。 

此 外 ， 从 上 面 的 说 明 可 知 ，socM* 守 (MJ/radM)"， 

我 们 已 经 看 到 ， 在 代数 结构 的 研究 中 ， 投 射 模 ， 特 别 是 
主 模 起 了 什么 样 的 作用 。 因 此 ， 我 们 自然 期 望 与 之 对 偶 的 模 
在 进一步 的 精细 研究 中 也 发 挥 好 的 作用 。 将 有 关 投射 模 的 已 
知 定理 “箭头 道 转 ” 〈 第 三 章 定 理 3.5 和 第 八 章 8 2 例 4)， 
可 以 自然 地 得 到 下 述 结 果 。 

定理 1.4 以 下 条 件 等 价 : 

1) 模 Q "是 投射 的 〈 换 言 之 ，Q~ 己 "， 忆 是 投射 模 ) ， 
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2 ) 对 某 个 自然 数 n，Q 是 模 44 "的 直 和 项 ; 《4 对 偶 
于 正则 模 。 今 后 称 之 为 上 正则 模 ) 。 
3) Q> 信 hhP"， 此 处 P; 是 主 模 ， 
i 


4 ) 带 有 行为 正 合 序列 的 图 


0 
py 
Q 


可 以 补足 为 交换 图 


0 一 一 Mf 和 


是 4 


换言之 ， 方程 zp = 对 任意 小 并 ->Q 和 任意 单 同 态 m 有 
解 

5 ) 任意 单 同 态 Q->M 是 分 烈 的 ， 即 在 以 Q 为 子 模 的 任 
意 模 中 ，Q 是 一 个 直 和 和 项。 

其 有 定理 1.4 性 质 《4) 的 模 叫 作 内 射 模 。 这 样 ， 定 理 
1.4 给 出 了 有 有限 维 代数 上 的 内 射 模 的 刻 划 。 

从 上 述 定理 中 特别 得 到 ， 不 可 分 解 的 内 射 模 是 与 主 模 对 
偶 的 模 。 称 之 为 上 主 模 。 

从 推论 1.3 以 及 第 三 章 中 推论 2.5 和 2.9， 可 以 得 到 下 述 
结果 ; 
推论 1.5 如果 Q 是 上 主 模 ， 则 其 基 座 是 单 模 。 将 Q 对 应 
到 单 模 socQ， 可 以 建立 上 主 4- 模 与 单 4- 模 之 间 的 一 一 对 
应 。 


230 


与 投射 复 盖 类 似 ， 可 以 引入 内 射 包 的 概念 ， 即 以 已 知 模 
好 作为 子 借 的 最 小 内 射 模 。 确 切 地 说 ， 内 射 模 Q 是 模 凡 的 内 
射 包 ， 若 有 单 同 态 mp:M->Q， 使 Imwp 二 socQ， 或 对 Q@ 的 任意 
子 模 关 ,从 ImofnX=0,， 有 X=0. 这 时 , 记 Q=QGC). 

内 射 包 的 存在 及 性 质 可 借助 于 对 偶 性 直接 从 投射 复 盖 的 
类 似 定 理 得 出 。 我 们 将 所 需 事 实 叙 述 为 如 下 定理 ， 证 明 留 给 
读者 。 

定理 1.6 1) 若 P 是 只 "的 投射 复 盖 ， 则 已" 是 好 的 内 
射 包 。 

2) QGMM) =Q(soc M)., 

3) QM BM,)~QM) BAM,). 

4) 若 y ~>Q' 是 单 同 态 ， 而 Q' 是 内 射 模 ， 则 Q’ = 
QS 和 QI， 其 中 Q~QCM)， 且 InycCQ， 

推论 1.7 若 soc4Mh 是 单 模 ， 而 对 任意 上 主 模 Q，!(M) 
之 1(Qi) ， 则 朵 也 是 上 主 模 

证 : 车 设 Q=QCM)， 则 socQ=~ 上 socM。 所 以 Q 是 上 主 
模 ， 
注意 到 1(Q;) =1(Qi*)， 而 Q "是 主 4- 模 。 所 以 右上 主 
才 模 的 极 大 长 度 ， 重 合 于 左 主 代 模 的 极 大 长 度 。，〈 但 -一 般 
来 说 ， 不 重合 于 右 主 4- 模 的 极 大 长 度 ， 看 本 章 习 题 1 )。 


8$ 2 删除 预 理 


既是 投射 ， 又 是 内 射 的 模 叫 作 双 射 模 。 在 本 节 中 ， 我 们 
研究 双 射 模 的 性 质 ， 一 般 来 说 ， 一 个 代数 4 可 能 没有 双 射 
模 ( 见 本 章 习 题 2) 。 但 车 4 的 双 射 模 存 在 ， 则 可 以 把 4- 模 
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的 研究 归结 为 研究 4 的 某 个 真 商 代数 上 的 模 。 这 一 情况 会 给 
讨论 某 些 代数 类 及 其 上 的 模 带 来 好 处 。 

首先 建立 下 述 简 单 但 重要 的 事实 。 

命题 2.1 若 P 是 投射 4- 模 ，M 是 忠实 4- 模 ， 则 对 某 个 
自然 数 "”， 有 了 ->nM 的 单 射 存在 。 类 似 地 ， 车 Q 是 入 射 4- 
模 ， 则 有 mmM->Q 的 满 射 存在 。 

证 : 记忆 =EE4( 寻 ) .将 MM 看 作 左 已- 模 ， 对 某 个 自然 数 
1 可 以 建立 n 五 -好 的 满 射 , 利用 左 正 合 函 子 Homz(:, M)， 
我 们 得 到 了 单 同 态 mp: Homz(M,M)->Homg(nE，，M) 过 
nj。 并 且 因 为 是 瑟 -4- 双 模 知 p 是 4- 模 同 态 ， 
如 果 我 们 把 任意 元 素 a€ 4 对 应 到 映射 /(a)， ->M， 它 把 
如 有 贞 到 za， 则 得 到 同 态 /， 4->Home(M，M) 。 显然 ， 
Kerf=AnnM = 0, (因为 M 是 忠实 的 )。 乘积 gf 是 4>nM 
的 单 同 态 。 为 了 对 任意 投射 模 已 得 到 同样 的 结论 只 须 
回忆 起 书 是 某 个 自由 模 A4 的 子 模 〈 甚 至 是 直 和 项 》 ， 而 令 
同 态 hk4>knM =k(nM》 对 每 一 个 分 量 的 作用 与 pf 一 致 ， 
便 最 后 得 到 了 所 需 的 单 同 态 。 

关于 内 射 模 的 结论 可 从 对 侦 性 推出 因为 MM 与 内 "中 之 
一 是 忠实 的 ， 则 另 一 个 也 是 ) 。 

所 得 结果 引出 了 下 述 基 本 预 理 。 

预 理 2.2 《删除 预 理 ) ” 设 三 是 双 射 4- 模 ， 则 存在 非 0 
理想 fC4， 使 任意 4- 模 人 能够 分 解 成 直 和 M ,四 M:,， 此 
处 AnnM ,二 7， 而 模 M :的 任意 不 可 分 解 的 直 和 项 同 构 于 模 
丈 的 直 和 项 。 

证 ， 显 然 只 须 验 证 ， 对 任意 不 可 分 解 的 4- 模 M， 若 作 
不 与 矿 的 直 和 项 同 构 ， 则 Ann MM 二 J。 因 此 可 将 一 切 不 可 分 
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解 的 , 且 不 与 环 的 直 和 项 同 构 的 4- 模 ( 这 样 的 模 类 记 作 .A7 
的 零 化 子 的 交 当 作 I， 剩 下 要 证 明 7=0。 
如 若 不 然 。 因 为 代数 4 是 有 限 维 的 ，4 中 不 存在 子 空间 


的 无 穷 链 ， 从 而 事 实 上 4= 自 AnnMi， 此 处 M，，…， 1 是 


.6 当中 的 有 限 个 模 。 这 时 显然 有 了 = AnnM， 其 中 M = M， 
引 … 申 M， 即 内 是 忠实 4- 模 。 由 命题 2.1， 存 在 单 同 态 到 
一 nM (WV 是 投射 模 ) ， 但 由 于 球 也 是 内 射 模 ， 从 而 naM= 
玉昌 X， 并 由 玫 rull-IHIxaar 定理 知 ， 球 的 任意 不 可 分 解 的 
直 和 项 辐 爸 于 某 个 Wi， 与 所 设 矛 盾 ， 引 理 证 毕 。 

如 果 玉 =kiIY, 合 … 旬 ksWVs， 此 处 玉 ; 是 不 可 分 解 的 
模 ， 则 任意 A- 模 形 如 MDI W DDIW,s, 此 处 MM 是 
商 代 数 4/7 上 的 模 。 这 个 商 代数 记 作 4-(WV》。 当 模 克 不 
可 分 解 时 《这 样 的 模 叫 双 主 模 ) ， 情 况 特 别 简单 ， 从 删除 预 
理 看 到 ， 此 时 任意 4- 模 导 形 如 MM 之 M1@@kVW,M ,是 4-(W) 
上 的 模 。 这 时 逆 命 题 成 立 。 

预 理 2.3 设 丈 是 不 可 分 解 的 4- 模 ， 且 使 任意 4- 模 M 
有 形式 M ,kW， 此 处 Mi, 是 4 的 某 个 真 商 代数 了 上 的 模 ， 
则 到 是 双 主 模 , 

证 ， 因为 正则 与 上 正则 4- 模 是 忠实 的 ， 所 以 不 是 8- 模 ， 
从 而 它们 应 当 含有 同 构 于 球 的 直 和 项 。 球 同时 为 投射 模 和 内 
射 模 。 即 为 所 证 。 

现在 取 定 一 个 双 主 4- 模 所。 我 们 来 确定 商 代数 B= 
A-(WV) 上 的 主 模 及 上 主 模 的 形式 。 

命题 2.4 任意 主 B- 模 或 是 主 4- 模 (不同 于 矿 ) ， 或 
是 丈 对 极 小 子 模 1 洲 ，( 由 推论 1.5，/ 玉 ,是 唯一 的 ) 的 商 模 。 
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任意 上 主 B- 模 或 是 上 主 4- 模 ， 或 是 瓜 的 极 大 子 模 矿 ,，( 由 
第 三 章 推论 2.5，/V :也 是 唯一 的 ) 。 阁 玉 不 是 单 模 ， 则 
V1/WV, 是 主 B- 模 ， 俐 ! 坟 ,是 上 主 B- 模 。 

证 :显然 , WV/1V, 蚌 B- 模 。 记 P= Pall /WV,)。 这 时 ， 
WWW, 的 漠 国 和 夸 可 以 延 拓 为 满 同 态 p; 矿 一 已 ，p 不 是 
问 构 《因为 玉 不 是 B- 模 ) 。 所 以 Kerg 一 WW ,， 隧 之 I(P) 
筷 1Vf)， 从 而 PWV1IV ，， 类 似 地 ，IY, 守 Qs(I7 ,)。 
此 处 ， 玉 YY/ 玉 如同 太一 样 ， 恰 包含 一 个 极 大 子 模 ， 所 以 不 
可 分 解 。 矿 , 仅 包 含 一 个 极 小 子 模 ， 也 不 可 分 解 。 

现 设 P 是 任意 主 B- 模 ，P' = PP)。 如果 P' 六 ， 则 
PP 是 投射 B- 模 ， 从 而 P' 守 P。 车 P' 傍 开 ， 则 满 同 态 红 -> 
不 是 同 构 ， 因 而 它 可 通过 满 辐 态 玉 / 玉 ,->P， 由 之 得 PP 之 
矿 / 凡 关于 二 主 -个 模 的 结论 可 利用 对 偶 性 去 证 明 。 

从 命题 ?2.4 和 和 预 理 2.2 直 接 引 出 下 述 推论 。 

推论 2.5 ” 设 矿 是 双 主 4- 模 ,并 有 旦 4= PiB@P,， 此 处 
1 守 nl 而 ;不 含 与 洲 同 构 的 直 和 项 , 则 socP1 是 4 的 理想 ， 
县 .入 (YY) = 4/socPi。 

命题 2.6 ”代数 4 有 单 双 射 模 彤 , 当 且 仅 当 4> 4 x 4 
此 处 41 实 必 ,CD)》(D 是 可 除 代 数 ) ， 而 4 = 4-0V)。 

证 ， 设 必 是 单 双 射 4- 模 ， 并 上 且 A 之 nV 多 P， 其 中 PP 不 
含有 与 玉 同 构 的 直 和 项 任意 同 态 rm: I 一 P 或 是 零 同 态 ， 
或 是 单 问 态 。 在 第 二 种 情况 下， 因为 矿 是 内 射 模 ， 故 有 尸 = 
矿 曲 飞 ， 而 这 是 不 可 能 的 .因此 Hom4CnwW,P)= 0。 类 
亿 地 ，Homs (P,p) =0。 所 以 4~<4x4s， 此 处 4= 
刁 4CnW)、a1 (CD), 且 忆 = 开 1) 是 可 除 代 数 ， 而 4 = 
五 4 (P) 。 显 然 ， -4 = 4A-(W)。 反面 的 结论 是 显然 的 。 
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8$83 拟 Frobenius 代 数 ， 


正如 前 面 已 指 央 过 的 ， 任 意 代 数 不 一 定 有 双 射 模 。Na- 
kayama 提 出 了 一 类 重要 的 代数 ， 它 们 的 一 切 投 射 模 都 是 内 
射 的 〈 因 此 是 双 射 的 ) 。 显 然 ， 为 此 只 须 使 正则 模 是 内 射 模 
即 可 ， 这 样 的 代数 叫 作 拟 Frobenius 代 数 。 

从 原则 上 说 应 当 分 别 定义 左 ， 右 拟 Frobenius 代数 。 但 
下 述 定理 的 成 立 省 去 了 这 一 点 。 

定理 3.1 下 列 条 件 等 价 : 

1) 右 正则 4- 模 是 内 射 模 ， 

la) 左 正则 4- 模 是 内 射 模 

2 ) 右上 正则 4- 模 是 投射 模 ， 

2a) 左上 正则 4- 模 是 投射 模 。 

证 ， 等 价 关 系 1) < 这 2a) 及 1a) < 和 > 2) 可 由 对 偶 性 
得 出 。 所 以 只 须 证 明 例如 1) < 拓 >2) 即 可 ， 首 先 我 们 来 指出 ， 
右上 主 4- 模 的 个 数 等 于 左 主 4- 模 的 个 数 。 再 据 第 三 章 推论 
2.9 知 ， 左 主 4- 模 的 个 数 就 是 单 左 4- 模 的 个 数 ， 换 言 之 ， 
是 半 单 代数 4/rad4 的 单 分 量 的 个 数 。 但 它 也 等 于 单 右 攻 
- 模 或 右 主 4- 模 的 个 数 。 正 则 模 是 内 射 的 ， 这 等 价 于 说 一 切 
主 4- 模 是 内 射 的 ， 即 双 主 4- 模 的 个 数 等 于 主 4- 模 的 个 数 ， 
考 虚 到 上 面 的 讨论 ， 这 就 相当 于 双 主 模 的 个 数 等 于 上 主 模 的 
个 数 ， 即 任意 上 主 模 是 投射 的 ， 这 也 就 是 说 ， 上 正则 模 是 投 
射 的 。 定 理 证 毕 。 

现在 可 将 拟 Frobenius 代 数 刻 划 如 下 如果 A 之 k1P1 旨 
… 旬 ksPs， 此 处 P; 是 主 模 , 则 A4* 二 11P ,人 @…@1, Ps。 一 般 
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说 来 ，k 二 1; (看 第 九 章 习题 4) ， 即 4A 尖 A*。 满足 4 人 
的 代数 组 成 了 拟 Frobenius 代 数 类 的 真子 类 ， 称 之 为 Frobe- 
nius 代 数 。Frobenius 代 数 的 重要 例子 是 有 限 群 的 群 代数 (看 
第 九 章 习 题 8) 。 

定理 3.1 的 证 明 引 出 了 下 述 结 果 。 

定理 3.2 ”如 果 包 含 在 正则 4- 模 中 的 所 有 主 4- 模 的 重 
数 相 同 ， 或 同样 地 ，A/radA 之 M,(D1) Xx……… x M.(D;s), 
此 处 Di 是 可 除 代 数 ， 则 车 4 是 拟 Frobenius 代 数 ,4 必 是 Fr- 
obenius 代 数 。 特 别 地 ， 简 约 拟 Frobenius 代 数 是 Frobenius 
的 ， 

由于 拟 Frobenius 性 的 定义 是 用 模范 畴 的 语言 给 出 的 ， 
我 们 可 得 下 述 推论 。 

推论 3.3 ”同型 的 代数 必 同 时 为 拟 Frobenius 代数 。 特 
别 地 ， 一 切 拟 Frobenius 代 数 都 与 某 Frobenius 代数 〈 即 自 
身 的 基 代 数 ) 同型 。 

从 命题 2,.1 和 Krull -LLIxamr 定 理 还 可 以 得 到 ， 

推论 3.4 设 4 是 拟 Frobenius 代数 ，4、RiP 申 … 申 心 
Ps， 此 处 已 是 主 模 ， 并 设 M ,= 已 申 … 申 Ps. 则 任意 忠实 
-4- 模 含有 同 构 于 M ,的 直 和 项 。 

从 命题 ?2.6 和 代数 的 格式 的 定义 得 到 ， 

推论 3.5 设 S 是 拟 Frobenius 代 数 4 的 格式 ,如果 对 点 
ies 没 有 射线 引出 或 没有 射线 进入 ， 则 4 之 41x 4;， 此 处 
A 之 M,(D) (D 是 可 除 代数 ) 。 

证 明 时 只 人 须 注意 到 ， 若 从 点 i 不 能 引出 射线 ， 则 对 应 的 
主 模 是 单 的 〈 关 于 进入 射线 的 论断 可 从 对 偶 性 得 出 ) 。 

将 推论 3.5 与 关于 继承 代数 的 格式 的 结论 相 比 较 (第 
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三 章 推论 7.3) ， 我 们 又 有 : 

推论 3.6 ” 拟 Frobenius 继 承 代数 是 半 单 的 。 

如 果 4 是 拟 Frobenius 代 数 ， 则 任意 主 全 模 已 是 上 主 
模 ， 并 由 推论 1,5 知 ， 其 基 座 是 单 4- 模 。 进 一 步 ， 若 忆 ' 也 是 
主 模 ， 不 和 尸 同 构 ， 则 socP/' 关 socP。 实 际 上 ， 反 面 的 论断 
亦 成 立 ， 这 就 给 出 了 拟 Frobenius 性 的 一 个 十 分 简单 而 方便 
的 判断 准则 。 

定理 3.7 代数 4 是 拟 Frobenius 的 ， 当 且 仅 当 任 意 主 
4- 模 的 基 座 是 单 模 ,并 且 若 也 ,和 ,是 不 同 构 的 主 4- 模 ， 则 
socP1socP,, 

证 ， 由 于 定理 的 条 件 是 用 A- 模 范畴 的 语言 叙述 的 ,我 
们 可 以 用 与 4 同型 的 代数 来 代替 4， 并 认为 它 是 简约 的 。 这 
时 4= 1 介 … 甸 Ps， 此 处 Pi 是 两 两 不 同 构 的 主 模 ， 记 Q;= 
QPi)。 由 定理 1.6 知 socQi 之 socP; 是 单 模 ,并且 当 i#j 时 
socQi 尖 socQ;， 从 而 Q; 是 两 两 不 同 的 上 主 4- 模 。 这 时 Qi* 
是 两 两 不 同 构 的 左 主 4- 模 ， 且 因 A4 是 简约 代数 ， 有 A>Q > 
鳃 … 甸 Qs*( 我 们 知道 , 左 、 右 主 模 的 个 数 相等 ) 。 还 须 证 明 
Pi>Q;,。 已 知 dimP; 达 dimQ; = dimQi*， 而 


8 s s 
> dimP;=dimA= > dimQi* = >> dimQ; 
所 以 dimPi= dimQi 对 任意 i 成立。 故 有 PP; 之 Q;:。 定 理 证 毕 ， 
现 设 4 是 Frobenius 代 数 ， 由 于 AA*， 从 推 论 1.3 知 ， 
代数 4 的 左 、 右 理想 的 格 反 同 构 ， 我 们 将 看 到 ， 这 一 论断 对 
任意 拟 Frobenius 代数 亦 成 立 、 并 且 这 个 条 件 也 可 以 作 为 拟 
Frobenius 性 的 判断 准则 。 
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定理 3.8 代数 .4 是 拟 Frobenius 代 数 ， 当 且 仅 当 -A4 的 
左 、 右 理想 的 格 反 同 构 。 

证 ， 设 9 是 4 中 左 理想 格 与 右 理想 格 的 反 同 构 ， 显 然 ， 
yp(C4) = 0，92(0)= 4。 将 正则 左 款 模 分 解 为 主 模 的 直 
和 :4= 忆 , 负 已 : 旬 … 引 心 ， 这 就 意味 着 ， 已 是 4 的 左 理想 ， 
Tp=4, By PN( 之 户 )= 0。 


Pa 
i 


刊 用 格 的 反 同 构 w， 可 得 4 的 右 理想 p(P) ， 使 
fw (P) =0， 且 vpP)+ (Ne PD )=4. 
记 Pri= Np PD ， 则 Vi，A4=p (PD @P。 对 h 作 归 
纳 ， 证 明生 n 时 ， 

4= 忆 6…BPue( hm (Pp) ). 

归纳 的 基础 &= 1 已 证 ， 设 公式 对 任意 &<n 走 。 则 由 于 
a 0 (Pi) 二 Ph 以 用 A= Ph By Piri), 


让 pCPD = Pei@( 和 wCPD)》 便 得 4+ 1 时 公式 亦 真 ， 
外 ， 因 己 ; = 4/p(CP) ,已 /的 子 模 的 格 同 构 于 4 中 包 有 9%(CPD) 
的 子 模 的 格 ， 即 反 同 构 于 已; 的 子 模 格 〈 因 op-:(C4) = 0)， 
已 包 有 唯一 的 极 大 子 模 ， 意 味 着 已 包 有 唯一 的 极 小 子 模 ， 
即 Ui = socP7 ,是 单 模 。 

鉴于 定理 3.7， 为 了 证 明代 数 .4 的 拟 Frobenius 性 ， 还 须 
验证 当 P' 关 Pi 时 ，U; 关 U;。 
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我 们 指出 ， 从 g -1CP) = > 已 可 得 P= 0 9 (Pi)， 


即 P; 与 P;/ 之 间 的 对 应 是 对 称 的 。 

下 面 我 们 米 证 明 , 若 Pi 闫 PP 则 Ui 涯 Us 从 而 P' ;< Pi。 
由 它 显然 还 可 推 得 车 Pj 关 P';， 则 Pi 尖 P,， 这 就 意味 着 
Ui 尖 U;。 即 为 所 证 。 

令 P=P+Pi。 则 由 PnP=0， 有 P/Pi=P， 而 
P/Pis 局 . 因 PijradPi3 PradPi， 己 中 恰 有 两 个 极 大 子 模 ， 
一 个 包 有 Pi, 另 一 个 包 有 P,, 但 pCP)=q(Pi) 几 gp(P)) ,意味 着 
P 的 子 槛 的 格 反 同 构 于 4=g(0) 中 包 有 gCP;) 们 gp(P;) 的 子 模 
的 格 ,. 由 于 gCP)+9(P)= 4, A/9(Pi) Np(P) ~ A/y(P') 
级 4/p(CPDs 已 /入 忆 /， 于 是 在 P/ ;四 已 i 中 恰 有 两 个 极 小 子 
模 ， 当 U; 守 0; 时 ， 这 是 不 可 能 的 . (在 这 种 情况 下 ， Va€Ui, 
bEU;， 形 如 a+b 的 元 素 生 成 0:@0; 中 的 一 个 单子 模 ， 极 
小 子 模 的 个 数 至 少 是 3 。)*# 

现 设 4 是 拟 Frobenius 代 数 ， 则 可 如 下 具体 地 给 出 左 、 
有 A- 理 想 格 之 间 的 一 个 反 同 构 。 这 就 是 任 取 右 理想 1， 令 
1(7) = {a€ 41al =0}, 任 取 左 型 想 ,J 仿 r(J) = {bE AIJ76=0}， 
显然 ，!(7) 是 左 理 想 ， 而 r(J) 是 右 理想 ， 并且 从 721/， 

(DZ ) 可 推出 CODOCIGC) (相应 地 r(C7D)CrGC7 7。 我 们 
要 证 明 ! 和 r 互 为 逆 映 射 ， 这 样 当然 也 就 得 到 它们 实现 了 所 求 
的 格 反 同 构 。 

考察 4- 模 的 正 合 序列 

* 这 里 的 元 素 a、b 不 能 是 任意 的 ， 取 Ui 到 U; 上 的 一 个 同 构 对 应 
q，a+qp(a) 生 成 单 于 六。 一 一 译 者 。 
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0—>/>A>A/1—>0. 
将 函 子 hs 作用 其 上 并 注意 到 4 是 内 射 模 ， 可 得 正 合 序 
列 
0 ~>Hom4(4/ 1, A)—> Hom4(A, A) 一 
Hom4 (1, A)—>0., 
但 任意 问 态 4A4/1 一 A 都 被 1 +7 的 像 唯一 确定 ， 且 这 个 
像 显 然 可 取 使 of = 0 的 任意 元 素 a, 换 言 之 ，Hom4(4/11，-4) 
之 1(1)， 我 们 的 正 合 列 可 以 改写 成 
0~—>1(1)-—>A—>A/1(1)—>0. 
再 一 次 应 用 函 子 hp4， 并 将 Hom4(4/1 (1), 4 与 r1(7) 视 
为 同一 ， 得 到 正 合 列 
0 rl (1D)—>A>A/rl (I)—>0， 
其 中 r1 (1) 守 Hom4a(Hom4(1, A), A)。 
我 们 指出 , 存 在 唯一 模 同 态 7w: M->Hom/(Hom4 (M， 
4), 4), 将 元 素 mEM 送 到 同 态 元 ; Hom4 (M, 4A) 一 4， 
讽 (1)=f(m),VfEHoma(M,A). 显然 ， 这 种 同 态 的 全 体 作 
成 沙子 1d4-mo 到 函 子 九 的 自然 同 态 〈 射 元 ) 。 特 别 得 到 带 
有 正 合 行 的 交换 图 
0>] ->A>A/I>0 
+ 4 
0—>rI(1)—>A>A/rI(I)~—>0 


其 中 位 于 中 间 的 映射 是 同 构 。 
今 证 对 任意 模 放 ,映射 nx: M->Hom4(Hom4(M,4)，4) 
是 单 射 ， 为 此 将 内 嵌入 内 射 模 Q， 并 注意 到 ， 由 于 4 的 拟 
Frobenius 性 ，Q 是 双 射 模 。 因 而 是 某 个 自由 模 的 直 和 项 。 
也 就 是 说 ， 对 某 个 自然 数 "， 存 在 单 射 M->n4。 这 时 任 取 非 
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0 元 素 m€ M， 显 然 可 找到 同 态 /: 针 一 4, 使/(m) 二 0。 即 
元 (f) = /ri) 头 0， 元 藉 0， 我 们 的 映射 确实 是 单 的 。 

最 后 指出 ， 图 〈1 ) 中 两 端的 映射 若 为 单 射 ， 则 必 为 同 
构 〈 例 如 从 映射 1 一 r1(7) 的 单 性 推出 其 满 性 ， 因 而 也 就 有 
映射 4/1->A/r1(7) 是 同 构 的 ， 再 用 一 下 五 同 态 预 理 便 得 )， 
定理 全 部 证 毕 。 

推论 3.9 ”代数 4 是 拟 Frobenius 的 ， 当 且 仅 当 任 取 右 理 
想 1,rl1 (1) = 了 J， 而 任 取 左 理想 J, Ir(J) =J。 


$4 单列 代数 ( 链 代 数 ) 


如 果 4 是 拟 Frobenius 代 数 ， 则 如 前 所 述 ，4 的 表示 可 
以 归结 为 某 些 商 代数 B 的 表示 。 但 是 一 般 说 来 ， 代 数 B 及 其 
表示 的 构造 可 能 是 相当 复杂 的 。 如 果 我 们 假设 4 的 一 切 商 代 
数 也 是 拟 Frobenius 的 ， 则 情况 就 本 质地 简化 了 ， 在 这 种 情 
况 下 ， 模 的 描述 归结 为 逐次 去 用 推论 3.4。 

我 们 将 看 到 ， 对 满足 此 条 件 的 代数 本 身 可 有 比较 简单 的 
描述 。 此 外 ， 在 这 些 代 数 中， 任意 理想 都 是 主 理想 ， 即 对 某 
个 元 素 a€ 4 理想 形 如 o4。 反 之 ， 一 切 主 理想 代数 具有 这 种 
性 质 。 

我 们 把 相应 的 论断 叙述 如 下 。 

定理 4.1 下 述 条 件 等 价 : 

1) 代数 A 的 一 切 商 代数 都 是 拟 Frobenius 的 ， 

2) 代数 4 的 任意 理想 都 是 主 右 理想 〈 即 形 如 c4) 8 

2a) 代数 4 的 任意 理想 是 主 左 理 想 ; 

3 ) 代数 4 的 任意 右 理 想 是 主 理想 ? 
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3a) 代数 4 的 仔 意 左 理想 是 主 理 轧 

4) 4 人 4 x xX As, 此 处 4; 之 Mi; (B;)，B; 是 局 部 
代数 ， 且 rad Bi 是 主 理想 。 

此 外 ， 如 果 代 数 4 不 能 分 解 成 直 积 ， 则 上 述 条 件 还 等 价 
于 这 样 的 条 件 : 

1Q) 代 数 4 及 其 对 任意 角 小 理想 的 商 代数 是 Frobenius 
的 。 

证 :显然 可 以 认为 代数 4 是 没有 直 积 分 解 的 。 条 件 1) 
仿 1a) ，3) 之 2) ，3a) 之 20) 平凡 。 

1o) 之 4) 设 7 是 极 小 理想 ， 而 4 与 4/7 是 Frobenius 代 
数 。 找 出 一 个 主 作 模 已 〈 因 而 是 双 主 的 ) ， 不 是 4/7 一 模 ， 
这 时 显然 有 4/7= 4 (P) (参看 预 理 2.2)。 设 4A 守 nP@BP'， 
P' 不 含有 与 P 同 构 的 直 和 项 ， 将 P 的 极 大 子 模 记 作 已 ， 令 
Ui=socP，P;,= P/VU,。 由 命题 2.4 知 , 已 是 上 主 4/7- 模 ， 
,是 主 4/1 - 模 。 由 于 4/7 基 拟 Frobenius 代数 ， 所 以 已, 
是 主 .4/7- 模 ,根据 命 晤 2.4 或 者 已 ~P:,， 或 者 P, 同 构 于 
书 ' 的 直 和 项 。 在 后 一 种 情况 下 ， 己 ,就 成 为 双 射 4- 模 ， 因 而 
已 = 也: 四 X， 但 这 是 不 可 能 的 。 

于 是 已 罕 P:, 这 就 意味 着 ,已 : 包 有 一 个 极 小 子 模 U。 之 
socP;=01; 并 且 P2/U: 之 P/U ,从 而 P/U ;也 包 有 一 极 小 
子 模 ws， 同 构 子 VQ:， 因 而 也 同 构 于 7:。 继 续 这 个 过 程 ， 我 
们 便 在 尸 中 建立 了 一 个 合成 刘 ， 它 的 任意 因子 均 与 避 同和 购 。 
易 见 ， 这 个 合成 列 是 唯一 的 ， 根 据 Jordan-Halder 定 理 特 
别 得 到 Homa(P'，P) = 0 。 从 对 偶 性 知 ，P 也 是 带 有 唯一 
合成 列 的 主 模 ， 并 且 HomCP,P 一 Hom4CPx Pr) = 0。 
从 而 4 上 4 x4， 此 处 4 = EatnP) 之 M(B)(B=E:(P) 
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是 局 部 代数 ) ， 而 4; = 无 4(0P') ,因为 4 不 可 分 解 ， 所 以 已 
=0，4~ 上 4。 

记 R=radB. 则 radM,(B) = A1 (CR) (第 三 章 命题 3.11) 。 
但 rad4=nP，P(CPD、~P， 所 以 存在 4~rad4 的 满 同 态 。 
即 rad 4， 从 而 radB 蚌 征 环 模 。 

4) ->3) 设 :{= M(B)， 且 有 R=radB 是 主 右 理想 。 
则 有 渍 辐 态 wp: ->R。 这 战 意味 着 R? 是 R 的 唯一 极 大 子 模 ， 
此 外 ，p(R) =R?。 于 是 pC(R*) = R? 是 尺 : 的 唯一 极 大 子 
模 ， 等 等 ， 注 意 到 汶 一 点 ， 我 们 便 得 8 的 任意 右 理想 都 是 形 
如 及 "。 但 如 = 天 4CP)， 此 处 已 是 主 人- 模 。 由 Morita 定理 知 ， 
B 中 B- 子 模 的 格 同 构 于 38sP 二 P 中 4- 子 模 的 格 ， 并 且 任 取 
4- 子 模 MCP， 有 满 同 态 P-> AM。 通过 对 R 作 归 纳 ， 易 见 对 
任意 子 模 MCAP， 存 在 满 同 态 &P->M， 特 别 地 ， 任 取 右 理 
想 TC_4， 存 在 满 同 整 4->7， 即 7 是 主 理想 。 

2) 访 1)” 设 A>nP@BP',P 蚌 主 模 , P' 中 没有 与 已 同 构 
的 直 和 项 ,车 以 ,=radP， 则 1 =nM1@P' 是 4 的 理想 ,这 
就 意味 着 7 :是 循环 全 - 模 。 因 此 ， 存 在 满 同 态 4->7: ， 从 而 
推出 存在 满 同 态 P->M ,，M | 同样 仅 有 一 个 极 大 子 模 M，,， 
有 M1/M,~P/M,. 这 时 ,=nM,@P' 也 是 理想 ， 存 在 满 
同 态 P 习 以 ,。 继 续 这 一 过 程 ， 我 们 得 到 了 P 的 带 有 同 构 因 子 
的 唯一 的 合成 列 ， 同 上 可 知 Hom4(P,P') = Hom4( P,'P) 
=0， 即 4 .4 x 4;， 由 不 可 分 解 性 知 P' = 0 。 因 为 已 包 
有 唯一 极 小 子 模 ， 从 定理 3.7 得 到 .4 是 拟 Frobenius 代 数 。 显 
然 ， 条 件 2 ) 可 由 4 转移 到 A 的 任意 商 代数 上 。 即 4 的 一切 
商 代 数 是 拟 Frobenius 的 。 

从 条 件 1 ) 与 1o) 的 对 称 性 类 似 可 得 1o) 之 4) 之 3a) 
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仿 2a) 人 1》 。 定 理 全 部 证 毕 。 

满足 定理 4.1 条 件 的 代数 叫 作 单列 代数 (或 主 理想 代 
数 ) 。 

从 定理 4.1 和 推论 3。4 直 接 得 出 下 述 推论 。 

推论 4.2 单列 代数 上 的 任意 不 可 分 解 模 同 构 于 主 模 的 
商 模 。 由 对 偶 性 知 ， 单 列 代数 上 的 任意 不 可 分 解 模 亦 同 构 于 
主 模 的 子 模 。 

在 定理 4.1 的 证 明 中 ， 我 们 同时 得 到 了 这 样 一 个 事实; 
对 于 单列 代数 的 主 模 ， 存 在 着 唯一 的 合成 列 ， 因 而 给 定 长 度 
的 子 模 恰 有 一 个 。 从 中 可 得 下 述 推论 。 

推论 4.3 单列 代数 上 的 不 可 分 解 模 由 其 长 度 及 投 射 复 
盖 〈 或 内 射 包 ) 唯一 确定 〈 精 确 到 同 构 ) 。 

从 定理 4.1 易 得 如 下 一 个 代数 是 单列 代数 的 判断 准则。 

命题 4.4 ”代数 4 是 单列 的 ， 当 上 且 仅 当 A4 的 格式 是 一 些 
点 和 一 些 由 一 个 点 组 成 的 圈 构 成 ， 并 且 不 同 点 之 间 没 有 射 
线 。 

推论 4.5 代数 4 与 4/R*，R=radA， 同 是 或 同 不 是 单 
列 代数 。 


习 题 
1 . 设 4 是 对 应 于 偏 序 集 
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的 极 小 代数 〈 参 看 第 三 章 习 题 8 ) ， 找 出 这 些 主 右 4- 模 们 
和 主 左 4- 模 们 的 长 度 ， 断 定 它们 的 极 大 值 并 不 相等 。 

2 . 设 三 维 代数 4 有 基 {1, a, 6} 及 乘法 表 a* = b*=ab= ba 
= 0 ,证 明 , 4 没有 双 射 模 。 

3 . 设 4=7T,(K》( 上 三 角 和 矩阵 代数 ) 。 球 =nK 是 域 K 
上 的 n 元 数组 空间 ， 将 它 看 作 A4- 模 ， 证 明太 是 唯一 的 双 射 
A- 模 ， 并 找 出 .47 QV)。 

4 .考察 格式 S 


a 


的 路 代数 KCS)。 设 是非 零 长 度 的 路 组 成 的 理想 。A= 
(5)/V7*,e1,e: 是 对 应 于 点 1 和 2 的 割 等 元 ，P;= ei4，Pi 
= Ae;， 证 明 ; P,* 之 PP,',P,*# 之 P,/， 这 样 ，A 是 Froben~ 
ius 代 数 ， 若 已 = 一: 申 2P,， 则 代数 妃 = 已 4CP) 是 拟 Froben- 
ius 的 ， 但 不 是 Frobenius 的 。 

5 .证 明 ， 半 单 代 数 是 Frobenius 的 。 

6 .证 明 ， 若 4 是 Frobenius 代 数 , 则 41,(-0 也 是 Frobe-~ 
nius 的 。 

7 .证 明代 数 4 是 Frobenius 的 ， 当 且 仅 当 4 上 存在 非 退 
化 双 线 性 型 7?， 并 且 是 内 双 线 性 的 〈 在 第 八 章 83 的 意义 下 )， 
即 Va,b,c€EA,T ba,c) =T (6, ac), 


8 . 设 G 是 有 限 群 ， 任 取 群 代数 KG 的 元 素 4= > avg 
和 b= > fog， 定义 了 (a,b)= 六 oo po。 证 明 T(a, 
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是 KG 上 的 非 退 化 内 双 线 性 型 ， 从 而 KG 是 Frobenius 代 数 。 
9 .证 明 ， 代 数 .4 是 Frobenius 的 ， 当 且 仅 当 对 任意 右 理 
想 7 和 任意 左 理 想 /)， 有 等 式 。 
dim7+dimf(7) =[4:K],dimy+dimr(C7) =[4:K] 。 
(提示 先 证 明 4 是 拟 Frotenius 的 , 然后 考察 理想 1 = 
RCradP) 旨 区， 此 处 4=RP 引 X， 忆 是 主 模 且 不 是 飞 的 直 
和 项 ) 。 

10. 证 明 ， 任 了 到 上 三 角 上 矩阵 代数 T,CK)7 上 的 右 或 左 主 模 
已 ，soc 己 是 单 的 (我们 指出 ， 从 习题 3 知 ， 这 个 代数 不 是 拟 
Frobenius 的 ) 。 

11. 设 D 是 可 除 代 数 ，o 是 它 的 自 同 构 ， 无 限 维 代数 4 由 
系数 取 自 吕 的 1 的 多 项 式 组 成 ，Ya ED, 乘法 由 公式 ta=o(@)t 
定义 ， 称 之 为 斜 多 项 式 代数 4= D[t,o, 验证 ， "4= At"， 
并 验证 A4/1"4 是 局 部 单列 代数 。 

12. 证 明 任意 分 离 型 (参看 第 8 章 85) 的 局 部 单 列 代数 
形 如 A/t1"A4。 此 处 4= DCt,o) 是 上 题 建立 的 分 离 可 除 代数 D 
上 的 斜 多 项 式 代 数 .并 且 D 和 指数 n 唯 一 确定 的 ， 而 自 同 构 o 
精确 到 共 轿 (在 自 同 构 群 中 ) 和 可 除 代 数 D 的 内 自 同 构 。 

13. 从 习题 12 得 出 任意 分 离 型 的 单列 代数 的 刻 划 。 

14. 设 1=e1+…+es 是 代数 4 的 单位 元 的 极 小 分 解 ，n 
之 3， 设 e 是 所 给 分 解 式 中 三 个 不 同 的 宕 等 元 的 和 ， 若 对 任 
意 这 种 容 等 元 e， 代 数 eAe 都 是 拟 Frobenius 的 ， 则 代数 4 本 
身 是 拟 Frobenius 的 ，〈 提 示 : 设 Pi=e:A4， 且 socPi; 非 单 ， 
则 Pi 导 U;@UVs， 此 处 0; 和 Us 是 单 4- 模 ,并且 P (U;) 之 Pj= 
eiA，P(Us) 之 Ps= esA,i, j,k 不 一 定 不 同 , 把 P 当 作 Pi, Pj;, Ps 
中 两 两 相 异 的 模 的 直 和 去 证 明 ， 若 = EE4(P), 则 主 8- 模 的 
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基 座 BP; = Hom4(P, Pi) 不单， 这 与 妃 的 拟 Frobenius 性 和 定 
理 3.7 矛 盾 。 类 似 地 ， 若 已 = Pi， 则 soc Pi 完 socPj 完 Us， 去 
证 明 ，socPix soc Pi;， 这 又 和 定理 3.7 矛 盾 ， 因 为 从 第 八 
章 定理 4.4 知 PP)) 

15. 设 4=KC(S)/J*， 此 处 K(S) 是 格式 $ 的 路 代数 ，S 


是 图 (n 之 3) 


而 /是 由 非 零 长 度 的 路 生成 的 理想 ， 证 明 ， 代 数 4 是 拟 Fro- 
benius 的 ， 而 代数 eAe 不 是 拟 Frobenius 的 《此 处 e =@1 十 … 
+ es(k 之 n, ei 是 对 应 于 圈 中 第 ;个 点 的 寡 等 元 ) (提示 ; 在 最 
后 这 种 情况 下 ， 利 用 推论 3.5) 。 这 样 ， 习 题 14 中 结论 的 逆 
命题 不 真 。 

16. 设 1=e1+…+en 是 代数 4 的 单位 元 极 小 分 解 ，" 之 
2 ， 证 明 ， 若 任 取 脚 标 i, j,e = ei+ e;， 使 代数 eAe 成 单 列 代 
数 ， 则 代数 4 也 是 单列 的 。 
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第 十 章 广义 单列 代数 


第 九 章 推论 4.2 和 4.3 给 出 了 单列 代数 上 的 模 的 一 个 简单 
描述 。 不 难看 出 ， 这 一 描述 与 其 说 利用 了 所 有 离 代 数 的 拟 
Frobenius 性 ， 不 如 说 利用 了 每 一 个 商 代 数 的 双 射 模 的 存在 
性 。 在 本 章 中 ， 我 们 研究 更 一 般 的 代数 类 ， 即 由 Nakayama 
提出 的 广义 单列 代数 。 其 特点 是 每 一 个 商 代数 都 有 双 射 模 。 
我 们 指出 ， 这 是 使 得 第 九 章 推 论 4.2 和 4.3 的 结论 能 成 立 的 最 
广泛 的 代数 类 。 广 义 单列 代数 的 构造 要 比 单列 代数 复杂 得 
多 ， 但 是 它们 也 可 以 在 充分 一 般 的 前 题 下 得 到 完全 的 刻 划 

《此 处 的 基本 结果 由 Kynuum 得 到 ) 。 


8§1 Nakayama-CkopH4K08 定 理 


设 放 是 某 个 代数 4 上 的 右 模 或 左 模 ， 模 MM 称 为 链 模 ， 若 
其 子 模 的 格 是 一 个 链 〈 即 线性 序 集 ) 。 显 然 ， 这 个 条 件 相当 
于 说 ， 对 的 每 一 个 非 O 子 模 Y 都 有 唯一 的 极 大 子 模 ， 它 是 模 
的 根 。 另 一 个 等 价 条 件 是 ， 对 于 M 的 任意 非 O 子 模 N， 
NN/radNN 是 单 模 。 

链 模 的 直 和 叫做 半 链 模 。 显 然 ， 单 模 都 是 链 模 ， 而 半 单 
模 是 半 链 模 。 从 Krull-IlIxna7 定 理 知 ， 半 和 链 模 的 任意 直 和 
项 也 是 半 链 的 。 特 别 地 ， 如 果 它 还 是 不 可 分 解 ， 则 为 链 模 。 

定理 1.1 (Nakayama-Ckop8RHoB) 设 4 是 一 个 代 
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数 ， 则 下 述 条 件 等 价 。 

1) 任意 右 4- 模 是 半 链 模 ， 

1a) 任意 左 4- 模 是 半 链 模 ; 

2 ) 正则 右 4- 模 和 正则 左 4- 模 是 半 链 模 ; 

2a) 正则 和 上 正则 右 4- 模 是 半 链 模 ， 

20) 正则 和 上 正则 左 4- 模 是 半 链 模 ; 

3 ) 任意 不 可 分 解 的 4- 模 〈 右 或 左 ) 同 构 于 主 模 的 商 
模 ， 

34) 任意 不 可 分 解 的 4- 模 〈 右 或 左 ) 同 构 于 上 主 模 的 
子 异 ; 

4) 任意 不 可 分 解 的 4- 模 M ( 右 或 左 ) 作为 商 代 数 
4/AnnM 上 的 模 是 投射 的 

4a) 任意 不 可 分 解 的 4- 模 M ( 右 或 左 ) 作为 商 代 数 
4/AnnM 上 的 模 是 内 射 的 

5 ) 代数 4 的 每 一 个 商 代数 有 双 射 右 模 。 

5a) 代数 4 的 每 一 个 商 代 数 有 双 射 左 模 。 

满足 所 给 定理 的 等 价 条 件 的 代数 叫做 广义 单列 代数 

证 明 : 条 件 1)<> 10)，2 ) < 寺 > 20)，3) <>30)， 
4) <>4a) ，5) <>5a) 的 等 价 人 性 由 对 偶 性 得 到 (需要 
指出 ， 任 意 模 M， 易 验 AnnM* = AnnM). 

1) = 全 2o0) 和 4) 一 >3) 显然 。 

2 ) 一 > 5) 我 们 指出 ， 条件 2 ) 在 转化 为 商 代数 时 保 
持 不 变 ; 若 4= 书 :四 … 四 P,， 此 处 已 是 链 模 ， 则 4/7 = 
了 /PT 四 … 虫 P/P,7 .显然 ,高 摸 已 /Pi7 也 都 是 链 模 .因此 ， 
只 要 从 条 件 2 ) 推出 代数 4 本 身 的 双 射 模 的 存在 性 即 可 ， 此 
处 用 等 价 条 件 2a) 代替 条 件 2 ) 更 方便 一 些 。 


~ 
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我 们 从 主 右 全 模 和 上 主 右 4- 模 中 选 出 最 大 长 此 的 模 
M。 由 于 A 必 是 链 错 ， 它 恰 有 一 个 极 大 和 一 个 极 小 子 慌 。 这 
时 从 第 三 章 推论 2.8 和 第 九 章 推 论 1.7 得 出 ， 骨 既是 主 模 又 
是 上 主 模 ， 即 M 是 双 射 模 。 

5) 一 > 4) 设 M 是 不 可 分 解 的 4- 模 。 球 是 商 代 数 
B= A/AnnM 上 的 双 射 模 ， 由 于 如 是 忠实 不 可 分 解 的 8- 模 ， 
从 删除 预 理 〈 第 九 章 预 理 2.2) 立 得 ， 朵 间 构 于 丈 的 直 和 
项 。 即 B- 模 M 怕 是 双 射 的 ， 特 别 是 投射 的 。 

3) 一 > 1) ”设计 是 不 可 分 解 的 4- 模 ， 因 为 M 同 构 
于 主 模 的 商 模 ， 所 以 在 杂 中 恰 有 一 个 极 大 子 模 M,=radM 
(第 三 章 推论 2.8) 。 另 一 方面 ，M (从 而 M ,) 同 构 于 上 
主 模 的 子 模 ， 因 此 是 不 可 分 解 的 。 用 以 ,代替 以 进行 论证， 
M,=radM ,是 Mi, 中 的 唯一 极 大 子 模 , 并 且 M ,也 不 可 分 解 ， 
继续 这 个 过 程 ， 可 以 得 到 放 当 中 的 一 个 子 模 链 MM , 忆 
M :二 M。 二 … 其 中 每 一 个 后 续 子 模 都 是 前 一 个 模 中 的 唯一 
极 大 子 模 。 显 而 易 见 ，M M，M:… 是 M 当 中 的 一 切 子 
模 ， 即 以 是 链 模 。 定 理 证 毕 。 

注 ， 在 条 件 2) ，3 ) 和 4) 中 ， 既 对 右 模 又 对 左 模 进 
行 要 求 ， 这 一 点 是 很 重要 的 ， 一 个 代数 可 以 仅 对 右 模 〈 或 左 
模 ) 满足 这 些 条 件 中 的 任意 一 个 ， 但 并 非 广义 单列 代数 。 我 
们 举 一 个 最 简单 的 例子 ，M 。(K) 当中 由 如 下 形式 的 扼 


阵 : 
a1 0 9s 
| 0 a 0 ) ok 
0 0 ds 


组 成 的 子 代数 4。 如 第 五 章 习题 1 所 证 ， 这 个 代数 不 是 广义 
250 


单列 代数 ， 但 它 对 右 模 满足 条 件 3 》 和 4 ) ， 且 对 左 正则 模 
满足 条 件 2》 。 

由 于 广义 单列 代数 上 的 主 模 的 子 模 被 自身 的 长 度 唯一 确 
定 ， 我 们 可 得 类 似 于 第 九 章 4.3 的 推论 。 

推论 1.2 广义 单列 代数 上 的 不 可 分 解 模 由 自身 的 长度 
和 投射 复 盖 〈 或 内 射 包 ) 唯 一 确定 《精确 到 同 构 》。 

由 于 广义 单列 性 可 以 用 模范 畴 的 语言 刻 划 (例如 定理 
1.1 的 条 件 1》) ， 易 见 同型 的 代数 同时 有 或 没有 广 义 单列 
性 。 特 别 地 ， 代 数 4 是 广义 单列 的 ， 当 且 仅 当 其 基 代数 是 广 
义 单列 的 。 

定理 1.1 的 条 件 2) 表明， 代数 4 是 广义 单列 的 ， 当 且 
仅 当主 右 4- 模 和 主 左 4- 模 的 任意 子 模 包 有 唯一 的 极 大 子 模 ， 
实际 上 ， 这 一 条 件 仅 对 主 模 的 极 大 子 模 进 行 验证 即 可 。 即 有 

命题 1.3 设 任意 主 右 〈 左 ) 4- 模 的 根 含 有 唯一 的 极 大 
子 模 ， 则 一 切 主 右 〈 左 ) 4- 模 是 链 模 。 

证 明 。 设 P 是 任意 主 4- 模 ，M 放 ,=radP 是 其 唯一 极 大 子 
模 ， 因为 M , 包 有 唯一 的 极 大 子 模 M,=radM,, 所 以 ， 
MM ,是 某 个 主 4- 模 P .的 商 模 (第 三 章 推论 2,8) ， 而 M: 是 
radP 1 的 商 模 ， 但 radP 1 同样 是 主 4- 模 PP, 的 商 模 ， 从 而 MM， 
是 已 :的 商 模 ， 即 包 有 唯一 的 极 大 子 模 Ms=radM:， 类 似 
地 ， 对 。 是 某 个 主 4- 模 已 * 的 商 模 ， 等 等 ， 继 续 这 个 过 程 ， 
我 们 得 到 了 P 的 子 模 链 P 忆 计 1 习 以 ,二 MM 二 …， 其 中 每 一 
个 后 续 模 是 前 一 个 的 唯一 极 大 子 模 。 显 而 易 见 ， 书 的 任意 子 
模 与 其 个 M, 重 合 ， 故 已 是 链 模 ， 

推论 1.4 代数 4 与 4/ 下， 此 处 尺 = rad4， 同 时 具 广义 
单列 性 。 
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为 了 证 明 只 要 指出 ，radP=P R, rad(radP) = PR2， 
而 依 命题 1.3， 只 需 对 任意 主 右 模 己 ( 主 左 模 Q) 验证 
PR/PR* (RQ/R*Q)》 的 单 人 性 。 

从 这 个 结果 和 第 九 章 定 理 3.7 可 得 下 述 推论 。 

推论 1.5 若 商 代数 4/R*， 此 处 R=radA4， 是 拟 Frob- 
enius 的 ， 则 A 是 广义 单列 代数 。 

证 明 : 设 P 是 代数 4/R* 上 的 主 右 模 , 车 呈 不 单 ， 即 
radP 志 0, 则 其 唯一 极 大 子 模 radP 与 基 座 重合 (因为 (radP)R 
=PR? = 0) ， 这 时 由 第 九 章 定 理 3.7 知 radP 单 ， 这 就 意味 
着 P 是 链 模 。 类 似 地 ， 任 意 左 主 4/R*- 模 也 是 链 模 。 所 以 
A/R*， 从 而 4 是 广义 单列 代数 。 

注 : 正如 三 角 和 矩阵 代数 的 例子 所 示 ， 反 面 的 命题 不 真 : 
若 代数 4 是 广义 单列 的 ，4/ 尼 :不 一 定 是 拟 Frobenius 代数 . 


$2 右 单列 代数 


我 们 来 研究 广义 单列 代数 的 结构 。 实 际 上 ， 我 们 要 讨论 
更 广泛 的 一 类 代数 ， 即 右 单列 代数 的 结构 ， 每 一 个 右 正则 模 
是 半 链 模 的 代数 叫 右 单列 代数 ,类 似 的 描述 , 自然 也 适合 于 广 
义 左 单列 代数 ， 即 其 左 正则 模 为 半 链 模 的 代数 。 我 们 把 对 左 
单列 代数 的 相应 命 晤 , 汉 述 留 给 读者 。 

从 命题 1.3 可 得 下 述 推论 。 

推论 2.1 代数 4 与 4/R? 同 时 成 右 单列 代数 。 

证 明 ， 类 似 于 推论 1.4 (不 涉及 左 模 ) 。 

我 们 还 知 ， 右 单列 性 可 由 代数 的 格式 (看 第 三 章 86) 完 
全 刻 划 。 
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定理 2.2 代数 A 是 右 单列 代数 ， 当 上 且 仅 当 ， 从 格式 
S(A) 的 每 一 点 ， 只 能 引出 不 超过 一 个 射线 。 

证 明 ， 从 命题 1.3 易 见 ， 右 单列 性 等 价 于 说 ， 任 取 主 右 
A- 模 Pi, 其 根 rad 吕 ;或 者 是 零 ,或 者 同 构 于 主 模 P; 的 商 模 。 
这 就 意味 着 ， 要 么 从 格式 SC4) 的 点 i 不 能 引出 射线 ， 要 么 恰 
能 引出 一 条 《到 点 1 的) 射线 。 

为 了 刻 划 右 单列 代数 的 格式 ， 我 们 引入 下 述 定 义 。 两 两 
不 同 的 点 集 {i，,…, 记 } 及 射线 集 {o01,……，o,}， 其 中 每 个 
射线 o 5 从 总 到 启 +1， 或 从 +1 到 总 ,认为 it+1= 计 》 组 成 的 整 
体 叫 作 格式 S 的 一 个 国道 ， 我 们 指出 ，1 可 以 取 1。 当 然 
任意 一 个 圈 都 是 围 道 ， 但 反面 的 命题 一 般 不 真 。 没 有 围 道 
的 连通 格式 叫 作 树 ， 如 果 从 格式 S 的 某 一 个 点 不 能 引出 射 
线 ， 则 称 此 点 为 5 的 终端 。 

推论 2.3 不 可 分 解 为 直 积 的 代数 4 是 右 单 列 的 ， 当 且 
仅 当 SC(4) 是 仅 有 一 个 终端 的 树 ， 或 者 是 仅 有 一 个 力道 的 格 
式 ， 此 国道 起 一 个 圈 ， 并 且 如 果 从 此 格式 中 去 掉 此 圈 中 的 所 
有 射线 ， 则 得 到 一 些 互 不 连通 的 树 ， 它 们 的 终端 缘 在 该 
上 。 

下 面 是 这 样 格式 的 例子 ， 


证 明 ， 设 4 是 右 单列 的 ， 即 从 SCA) 的 每 个 点 引出 的 射 
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线 不 超过 一 个 . 设 点 集 {i1，…，1:} 与 射线 集 {01,…，ot} 是 围 
道 。 为 确定 起 见 ， 可 设 01: ia 一 1， 这 时 cz ia 一 is 是 不 可 
能 的 ， 这 就 意味 着 0.: is>i,。 类 似 地 ，os: i 刘 >is，…， 
O01 说 it， 即 射线 集 {01:，o1-1，…，01} 是 图 。( 如 果 o1: 
让 玉 ib， 则 {01，0s，…，0:} 是 圈 ) ， 特 别 地 ,如 果 在 SC(4) 
中 没有 图， 则 SC(4A) 是 树 。 设 SC4) 中 有 两 个 终端 i,j, i 二 ji。 
分 别 用 S1(S,) 记 格式 SCA) 中 的 这 样 的 点 集 ， 从 这 些 点 引 
出 有 到 点 i (点 有 ) 的 路 。 这 时 ， 由 于 从 每 个 点 引出 的 射 线 不 
能 超过 一 个 ， 点 集 S: 和 :3 :的 点 之 间 不 能 有 射线 相连 ， 故 格 
式 S(4) 是 不 连通 的 。 即 代数 4 可 分 解 〈 第 三 章 定理 6.2)。 
这 就 意味 着 S(4) 中 只 有 唯一 的 终端 。 

现 设 {0 4,0,,…,01} 是 格式 SCA4) 中 的 一 个 轿 ， 显然 可 以 
认为 所 有 的 射线 os 相 异 。 并 且 车 os: PeariGai=Dn) ， 则 
所 有 的 点 记 ,…, 训 也 相 异 。 这 时 04 是 唯一 从 点 引出 的 射线 ， 
我 们 用 Si: 表 SC4) 中 下 列 点 的 集合 ， 从 这 些 点 引 到 点 ii 的 路 
不 含有 给 定 圈 的 任意 射线 〈 包 括 点 六 本 身 ) 。 并 令 3。= 5S/ 


山 Su， 由 于 在 SC 中 所 有 的 围 道 是 圈 ， 集 合 S, 两 两 不 交 ， 


若 点 iE SA(R>0)， 而 c 是 从 点 ; 到 ii 的 路 中 的 第 一 个 射线， 
则 c 是 从 点 弛 [出 的 唯一 的 射线 ， 所 以 在 S* 中 不 能 再 有 轿 ， 
〈 也 就 没有 围 道 )。 此 外 ， 所 有 从 点 ;ESx 引 出 的 射线 仍旧 进 
入 点 i ES4. 最 后 ， 从 S。 的 点 同样 不 会 有 射线 进入 Ss 的 点 
(> 0)。 由 S (4) 的 连通 性 知 ，S。= $8。 如果 从 SC 人 中 
去 掉 所 有 的 射线 o,,…,ot， 则 可 得 互 不 连通 的 格式 S54 的 并 ， 
每 一 个 S4 均 为 带 有 了 唯一 终端 i 的 树 。 
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反之 ， 先 设 $C4) 是 带 有 了 唯一 终端 的 树 。 我 们 证 明 从 每 
个 点 i 出 的 射线 不 超过 一 个 ， 事实 上 ， 如 果 o 和 Tr 是 从 点 要 | 
出 的 两 个 射线 ， 因 为 SC4) 中 没有 图， 所 以 任意 路 的 长 度 有 
界 。 我 们 来 研究 分 别 起 始 于 射线 o 和 7r 的 两 个 最 长 的 路 g 与 $， 
这 时 ， 漆 g，i>j， 而 $，i->&， 则 j 和 k 是 终端 ， 从 而 j =， 
但 这 是 不 可 能 的 。 因 为 在 SC4) 中 没有 围 道 。 

现在 设 {01,…,0,} 是 格式 SC4) 中 唯一 的 圈 ， 并 且 去 掉 
射线 01,…, 0 后， 格式 变 为 互 不 连通 的 树 S:， 它 们 的 终端 是 
圈 中 的 点 证 ， ii。 这 时 ，cx* 是 从 zx 引出 的 唯一 的 射线 。 而 若 
点 i 不 在 圈 当 中 ， 如 上 所 证 ， 从 这 个 点 最 多 也 只 能 引 出 一 条 
射线 ， 从 而 代数 4 是 右 单列 的 。 定理 证 毕 。 

我 们 回忆 一 下 ，〈B,V) 称 为 代数 .4 的 型 〈 第 八 章 85)， 
此 处 B= 4/R, 广 =R/R。 从 命题 1.3 得 出 下 述 推论 。 

推论 2.4 设 (有 ,三 是 代数 4 的 型 。 代 数 4 是 右 单列 
的 ， 当 且 仅 当 任 取 极 小 寡 等 元 eE 8， 右 B- 模 eV 是 单 的 (或 
是 零 ) 。 

满足 这 一 条 件 的 8- 双 模 信 称 为 右 单列 的 。 

从 推论 2.4 和 第 八 章 定理 5.2 立 得 下 述 结 果 。 

定理 2.5 ”分离 型 的 任意 右 单列 代数 辐 构 于 张 量 积 代数 
7(V) 关 于 某 一 规则 理想 的 商 代数 ， 此 处 是 建立 在 分 离 代 
数 B 上 的 右 单列 双 模 。 反 之 ， 任 意 这 样 的 商 代数 都 是 右 单列 
代数 。 

这 样 ， 为 了 描述 分 离 型 的 右 单列 代数 ， 只 须 指 明 张 量 积 
代数 了 = 了 (中 的 一 切 规则 理想 即 可 ， 其 中 是 半音 代数 B 
上 的 右 单列 双 模 。 

设 1=el+…+en 是 代数 B 的 单位 元 分 解 。 宕 等 元 e; 是 
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原本 寡 等 元 ，7 是 代数 7 的 规则 理想 。 记 Ti = e7T，=ev 
(此 处 7 是 代数 了 的 基本 理想 ， 看 第 八 章 85) ，1J;=e:1。 这 
时 辣 = Ti7 是 人 中 的 子 模 ， 并 且 7 是 规则 理想 ， 当 且 反 当 7Ti7” 
导 11 汪 Ti" 对 某 个 自然 数 m 成 立即 f=1(Tif1?)) <ceo， 且 
若 Ji 失 0 (这 等 价 于 说 Vi=eiV 半 0) ， 则 1> 2。 从 定理 
2.5 知 ，Ti/7TJ" 是 链 模 。 这 就 意味 着 1; 唯一 确定 子 模 /i= 
Tr 


反之 ， 给 出 一 些 自 然 数 /i, 可 以 建立 右 理 想 1 = 四 I 


此 处 1;= Ti 1。 我 们 必须 和 弄 清 ， 对 4: 加 以 什么 样 的 限制， 以 
使 这 个 理想 是 双边 的 。 

首先 机 指出， 车 单 - 模 eiB 与 e,B8 辐 构 ， 则 e: 和 ej; 共 思 : 
ei=aeia™!,a 是 B 中 的 可 道 元 素 。 这 时 of = ae =ejal =eil 
由 之 可 得 1=1 《Ti/11)=1(7;/1))=1;。 换 言 之 ， 对 应 if 
定义 了 型 (B8,V) 的 格式 S$ 上 的 一 个 函数 。 

现 设 e,B 源 eB， 并 且 在 格式 S$ 中 从 ei 的 对 应 点 到 ei 的 对 
应 点 有 一 条 射线 , 这 就 表明 大 = ei 之 e;B, 这 时 因为 /=VT， 
所 以 TI =eiTJ =eVT=V;T, 而 TJ ? =J iTJ =V, VT。 继 
续 这 个 过 程 ， 得 到 

Ti=TIi=V Vi VT, =; 

此 处 ， 玉 = 二, 记 ，…, 让 是 唯一 的 一 个 脚 标 集 ， 在 此 集 中 , 格 
式 S 从 点 i 到 点 is+ :有 射线 相连 (k=1,…,1- 1) 。 从 而 特 
别 推出 ，B7 = 1，VIC7 当 且 仅 当 任 取 到 i 有 射线 的 点 i,， 
VioViyw VCl. 人 但 VioViV TCe T, 因此 VioW 
VTCTio VTClio=VioF VinT, 此 处 m= [io 一 1 
相当 于 不 等 式 / 宇 m， 即 1 之 1i。- 1 
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如 时 点 i 是 格式 5 的 终端 则 显然 V= 0 且 必 有 /i = 1 。 
最 后 总 结 成 下 述 结果 。 
命题 2.6 设 也 是 半 单 代数 ， 严 是 右 单列 刀 - 双 模 ，S 是 型 
(B,V) 的 格式 。T (F) 的 真理 想 7 被 自然 数 ! ;唯一 确定 。 
ViE3S ,车 i 是 终端 ， 则 1;=1， 若 从 点 i 到 点 ;有 一 条 射线 ， 则 
2 lh+1, 
根据 TCV) 中 规则 理想 的 刻 划 不 难得 到 分 离 型 代数 的 完 
全 分 类 。 
定理 2.7 分 离 型 《8B,V) 的 右 单列 代数 4 由 对 SC4) 的 
每 个 点 i 所 赋予 的 自然 数 1 确定 。 这 里 6 满足 条 件 ， 若 i 是 终 
端 , 则 Ji = 1 ,车 从 ;到 j 有 一 条 射线 ， 则 2 <1i<1; + 1。 在 这 
种 情况 下 , 集 {B,V, 1,…, 1 和 {BV ,17 19 "1s} 决定 同 
构 的 代数 ， 当 且 仅 当 存 在 代数 同 构 p，B 一 B' 和 8B- 双 模 同 构 
09f:V>V/, 使 1 ww =1i, 其 中 o 是 由 (gp, 用 诱导 出 的 型 
(B, 六 ) 的 格式 与 (B',V') 的 格式 间 的 同 构 。 
证 明 ， 考 虚 到 第 八 章 定理 5.2 和 命题 2.6， 我 们 仅 验证 判 
断 同 构 的 准则 。 设 由 集 {B8, 放 ,11,…, 1s} 确 定 的 代数 4 同 构 于 
由 {BV ,1 1,…, 1 s} 确 定 的 代数 47。 则 同 构 y: 4 一 4/ 显 
然 诱 导出 同 构 p，B->B' 及 f; F~> 产 ， 这 是 因为 B= A/R， 
B=A'/R', VV=R/R 以 及 V' = R’'/R’'*, 此 处 R=rad4， 
有 =radA’。 这 时 车 4= PP, 命 …@Ps， 此 处 Pi 是 主 4- 模 ， 
则 47= 户 B…@P' 其 中 Pi=y (Pi) 是 主 4/- 模 ， 并 且 
1(Pi) = 1(P')。 但 车 i 是 格式 SCA) 的 点 , 则 正如 我 们 所 看 到 
的 ， 数 字 /: 不 是 别 的 ， 恰 是 对 应 的 主 4- 模 的 长 度 ,。 从 而 [5 6 
(x) VvaV ,bi,b;€ B, 若 令 b12b;= (bvm(b2s), 则 VV 成 为 
8- 双 模 
257 


=1;, 此 处 0，S(4) 一 SCA') 是 由 y 或 由 〈9, 诱导 出 来 的 
格式 的 同 构 。 

反之 ， 若 存在 p 和 /具备 指出 的 性 质 ， 则 由 《gp;f) 诱导 
出 的 同 构 TC)->TCV') 把 由 集 (1,，…,1s) 给 出 的 理想 了 映 
成 由 (11，…15) 给 出 的 理想 1T'。 这 就 意味 着 商 代数 了 TCV )/1/ 与 
T(V1)/1' 同 构 。 定 理 证 毕 。 

如 果 代 数 .4 是 可 裂 的 〈 例 如 域 K 为 代数 闭 域 ) ， 则 代数 
-4 的 型 由 S (4 中 的 每 一 点 ;的 “ 重 数 ”六 所 决定 ， 它 对 应 着 


分 解 式 4/Rs TT M,CK)， 所 以 对 这 样 的 代数 我 们 可 得 如 


下 推论 。 

推论 2.8 可 裂 右 单列 代数 由 集合 {Sg pi ns Ts 
1s} 完 全 确定 ， 此 处 S 是 格式 ， 其 连通 分 量 满足 推论 2.3 所 述 
的 条 件 ，ni 和 1:(i€ES) 是 自然 数 ， 并 且 若 点 是 终 端 ，1; = 1， 
若 从 i 到 /有 一 条 射 线 ， 则 2 Lilini。 集 {S; pmsnsy 
lls} 与 {S's LA 玫 ，…sl's} 确定 同 构 的 代数 ， 
且 仅 当 存 在 格 同 构 0，S 一 S', 使 得 对 任意 点 ieS, 有 等 式 
当 几 人 =/ 和 mc 0) = Hi, 

§ 3 广义 单列 代数 的 结构 

因为 广义 单列 代数 也 是 右 单列 代数 ， 所 以 上 节 的 全 部 结 
果 对 它们 都 成 立 。 只 须 明确 一 下 格式 的 样子 和 这 种 代数 可 能 
具有 的 型 


定理 3.1 设 4 是 不 可 分 解 为 直 积 的 代数 ，(B,V) 是 它 
的 型 。 并且 B= M CD)x…xM(CDs)， 此 处 万 是 可 除 代 
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数 。 代 数 .4 是 广义 单列 的 ， 当 上 且 仅 当 S$ (A) 或 者 是 圈 ， 或 
者 是 链 。 此 外 ，D, 守 D, 守 … 渤 Ds 

证 明 ， 利 用 推论 2.4 及 其 对 左 单列 代数 的 类 似 结 论 ， 我 
们 看 到 ，A 是 广义 单列 代数 , 当 且 仅 当 任 取 本 原 究 等 元 e € B， 
右 B- 模 eV 与 左 B- 模 Ve 是 单 模 。 此 外 ， 显 然 可 认为 代数 4 是 
简约 的 。 

设 1=e,+…+es 是 代数 B 的 单位 元 的 分 解 ， 且 使 e:B 之 
D;,。 格式 S$=S(A) 具有 从 点 1 到 点 i 的 射线 ， 当 上 且 仅 当 六 ji = 
ejV ei 大 0。 但 车; 0 且 VVi 天 0， 则 左 模 Ve; 包 有 直 和 项 
Vi 和 Vw， 从 而 不 是 单 的 。 所 以 进入 格式 S$ 的 任意 一 个 点 i 的 
射线 不 超过 一 个 。 由 于 定理 2. 2, 从 每 个 点 引出 的 射线 也 不 超 
过 一 个 。 故 易 见 格式 3 或 者 是 圈 ， 或 者 是 链 。 

现在 S 中 任 取 点 对 i, j， 使 得 从 j 到 i 有 一 条 射线， 这 时 
Vi 大 0， 从 而 ej =Vj;=Ve; 既 是 单 右 B- 模 也 是 单 左 B~ 模 ， 
由 于 Vie; 丈 0， 则 得 ， 作 为 右 B8- 模 ，V; 守 D;。 类 似 地 ， 作 
为 左 B- 模 ，Vi; 守 D;。 于 是 我 们 建立 了 D,;~D;- 双 模 U =V;i， 
它 作为 右 D;- 模 〈 左 D;- 模 ) 同 构 于 D; (Di;) 。 对 于 每 一 个 
元 素 a€ D;, 给 出 Di;- 同 态 U>U, 将 4EU 送 到 au， 我 们 可 得 代 
数 同 态 p; 刀 i 一 已 m(U) 人 已。 由 于 疡 是 可 除 代数 ， 所 以 p 是 
单 的 。 又 因为 [Di:K] = [Di;:K]， 所 以 g 是 同 构 ， 即 D; 之 D;。 
但 若 代数 4 不 可 分 解 ， 则 格式 9 是 连通 的 ， 这 就 意味 着 所 有 
的 可 除 代数 刀 ,, …, D; 之 间 被 此 同 构 。 

反之 ， 设 S$ 是 链 或 是 圈 ， 且 D, ~ 厂 :~… Ds， 由 定理 
2.5， 民 数 4 是 右 单 列 代数 。 若 i 是 格式 S 中 的 任意 一 点 ， 则 
Ve 或 是 等 于 0， 或 是 重合 于 放 ;;， 其 中 j 是 到 点 有 一 条 射线 
相连 的 唯一 的 点 。 因 为 4 是 右 单列 代数 ，V;i 是 单 右 2- 模 ， 
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即 ;; 之 D;:。 另 一 方面 ， 因 为 ej ;; =V;;， 则 作为 左 B8- 模 ii 
之 mD;。 但 由 于 CDi:K)=[D;:K)， 仅 可 能 m= 1 。 这 时 Ve; 
是 单 左 B- 模 ， 因 而 4 是 左 间 列 代数 。 这 样 4 即 为 广义 单列 代 
数 ， 定 理 证 毕 。 

从 定理 3.1 和 2.7 易 得 分 离 型 广义 单列 代数 的 完整 描述 。 
因为 显然 可 以 将 讨论 限制 在 不 可 分 解 的 简约 代数 的 范围 之 
内 ， 所 以 我 们 仅 需 刻 划 代数 B= Ds (此 处 D 是 可 除 代数 ) 上 
的 双 模 六 。 它 既是 右 单 列 又 是 左 单列 模 。 在 这 种 情况 下 ， 型 
(B8, 信 ) 的 格式 S 是 链 。 


1 2 3 S-1 $s 

0 ，e= 一 一 一 一 ~ 
或 者 是 较 

1 2 3 $=1 .8 


记 V;= eV ， 此 处 e; 是 代数 B 的 极 小 察 等 元 对 应 于 格式 $ 
的 点 i。 这 时 ,=Vei-j， i= 1，…，s-1， 在 链 的 情 
兄 ， 信 ,= 0 ， 在 轿 的 情况 ，V,=Ve,。 此 外 ， 太 是 一 维 D- 
冯 模 ， 即 矿 ;可 由 可 除 代数 D 的 某 个 自 同 构 0; 给 定 〈 看 第 四 章 
§1 例 3)， 可 以 认为 ，V;=D， 而 aev 尼 = ai(o) vb (此 处 左 
边 是 厂 - 双 模 产 的 乘法 ， 而 右边 是 在 可 除 代数 刀 中 的 乘法 ) 。 
考察 代数 B 的 自 同 构 p， 它 在 除 第 i 个 分 量 之 外 的 所 有 分 量 上 
恒 同 ， 而 在 第 i 个 分 量 上 诱导 出 可 除 代 数 D 的 自 同 构 r。 这 时 
可 在 广 上 引出 新 的 B- 双 模 结 构 V*， 令 ax#v*#b=g(a) os 
gp(b) .车 vEVj, 此外) 到 i 且 j 关 7 一 1， 则 axv#b=aeveb ,车 
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VE 大 ， 则 ao#u#sb = r(al。uop= or(o)ub。 最 后 , 若 vE 产 -， 刚 
axl20= ssr(b) = oil(aour (所 。 特 别 地 ， 当 矿 = 1 工时， 
a#1 =Gi-i(o= 1*r 1c-li(o， 所 以 对 应 于 双 模 大 的 第 i 
个 分 量 的 同 构 是 oi7, 而 第 (i 一 1) 个 分 量 的 同 构 是 rz ci -il。 
根据 定理 2.7， 可 以 将 对 4B,7) 换 成 (B,V?) ( 取 恒 等 映 
射 ->1* 作 为 那里 的 1) 。 

令 i= 2，r=ai， 这 样 就 把 原来 的 自 同 构 集 〈 指 上 面 对 
应 于 ,i= 1 2，…) 的 忆 的 自 同 构 cj，…，cs) 换 成 一 组 新 的 
自 同 构 集 ， 而 此 新 集中 的 ac, = 1 。 然 后 ， 令 = 3，T=0，， 
等 等 ， 这 样 逐次 替换 最 后 可 得 co =… = at- = 1 。 如 果 3 是 
图 ， 还 剩 下 自 同 构 0 =o;。 对 S 的 每 一 个 点 ;i， 取 同一 个 自 同 
构 r， 应 用 这 个 构造 方法 ， 容 易 确信 ， 我 们 将 把 集 {1,…, 1， 
0} 换 成 为 集 {1,…,1,r"!'or}。 当 然 ， 同 样 的 过 程 还 可 将 {1， 
…,1,0} 换 成 {1,…, 1,0,1,…,1} (o 在 任意 指定 的 位 置 ) 。 

现在 指出 ,车 U0 是 由 D 的 自 同 构 o 确 定 的 一 维 D- 双 模 ,而 
环 是 由 自 同 构 r 给 定 的 一 维 忆 - 双 模 。 则 7@o 玉 也 是 刀 - 双 模 ， 
并 且 若 将 U,V 与 D 视 为 同一 , 则 a* (1@1) = (ao*D) @1=o(@) 
@1= (1°0(0))B1=18(0(0) DD) =1Q@r(a(o) = (1@D) rc 
《ga)， 即 0@pWV 是 由 自 同 构 ro 给 定 的 双 模 。 

从 而 得 知 ， 车 8- 双 模 V; 由 自 同 构 6; 给 出 ， 则 双 模 六 = 六 
名 BV, 的 a… 的 1 :由 自 同 构 g = os…os0 给 出 。 

现 设 格式 S 是 图， 是 由 自 同 构 集 {0 ,，…，o's} 给 出 
的 B- 双 模 ，Y%，B-B 是 代数 8 的 自 同 构 ， 而 f: ->V' 是 使 
fasveb) = 风 (a)。f(v)。Y(b) 的 同 构 , 则 显然 1 3) = V7 06) ， 
此 处 RG) 是 数字 {l, 2, …s} 的 循环 排列 。 如 上 设 了 = 三 ,/Q@a， 
Va Ba ss, VF =V 0) BaV i) Ba BaV sy ,Mf 
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诱导 出 映射 ?2:， 了 一 『 ,使 (as5op) = 区 (ao)。 了 (5)。%Cb) ,用 
表 可 除 代数 也 的 自 同 构 ， 它 与 在 代数 8 的 第 一 个 分 量 上 的 
限制 重合 ， 且 将 元 素 1@1@…@1 当 作 5， 得 到 

flad)=rt(0) -TG5) = 了 (Ga(Cao) = (5). ro(a), 将 了 
《5) 当 作 一 维 D- 双 模 六 的 基 元 ， 我 们 看 到 ，V' 是 由 自 同 构 
T oT! 给 出 的 双 模 。 但 另 一 方面，P' 由 自 同 构 6 人 = ax (9) 
ol4 (2) 0/4 (0 给 出 ,从 而 ror-! 与 07 仅 相差 可 除 代数 D 的 
一 个 内 自 同 构 (参看 第 四 章 §1 例 3) 。 

考虑 到 人 总 可 以 认为 由 集合 {1，…，1，o} 给 出 ， 即 得 
分 离 型 广义 单列 代数 的 一 个 完全 分 类 。 

定理 3.2 不 可 直 积 分 解 的 分 离 型 广义 单列 代数 由 集 
{SD om 确定 。 此 处 8 是 格式 ， 或 为 
链 ， 或 为 图 ，D 是 分 离 可 除 代数 ，o 是 可 除 代数 DD 的 自 同 构 . 
(车 5S 是 链 ， 则 o = 1) ，m 和 1 是 自然 数 ， 若 9 是 链 , 当 i = 1， 
9 3~ 1 时 ，2< 达 1 入 ji+1 而 /= 1。 落 5 是 图 , 则 2 到 
ll + 1。 并 且 可 除 代 数 DD 在 同 构 意义 下 唯一 确定 ， 自 同 
构 o 精 确 到 共 轿 和 内 自 同 构 。 若 5S 是 链 ,数组 {n1，…, ns} 和 {1,， 
,让 唯一 确定 ,车 S 是 圈 , 它们 精确 到 同样 的 循环 置换 。 

我 们 还 要 指出 ， 对 简约 广义 单列 代数 的 一 个 判断 准则 ， 
它 类 似 于 把 单列 代数 刻 划 成 为 主 理想 代数 。 

定理 3.3 .4 是 简约 广义 单列 代数 ， 当 且 仅 当 其 根 尺 是 
主 左 和 主 右 理想 。 

证 明 : 显然 可 设 .4 是 不 可 分 解 的 ， 若 4 是 广义 单 列 的， 
则 4 的 格式 或 是 链 ,或 是 圈 ， 主 左 4- 模 PP ，…，Ps 可 以 这 
样 编号 ，PCP; RD) 之 Pir, i= 1，…，s~1，PsR=0 或 
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PCPsR) 之 Pi. 但 这 时 PCR)> 由 PCP, 忆 与 4 的 直 和 项 同 


构 ， 随 之 R 是 主 右 理想 。 类 似 地 ，R 是 主 左 理想 ，。 

反之 ， 设 R 蚌 主 右 和 主 左 理想 ， 有 满 同 态 -4->R 存在 ， 
从 而 PCR) 是 4 的 直 和 项 ， 即 每 一 个 主 右 模 Pi 出 现在 PCR) 中 
不 超过 一 次 ， 设 1= el + … +e: 是 单位 元 素 的 一 个 分 解 ， 使 
Pi~e;A.V =R/R*EBVi;=eiVe;。 回忆 起 P=P(R) 守 P(V) 
且 P; 在 PP 中 出 现 多 少 次 ， 单 4- 模 U; = Pi/ PR 就 在 大 中 出 现 多 
少 次 (第 三 章 定 理 3.7) .因此 ,使 ;大 0 的 脚 标 j 不 超 过 一 
个 ， 并 且 这 时 人 ;之 U;。 与 此 类 似 ， 由 于 R 是 主 左 理 想 ， 从 
市 对 任意 脚 标 ?使 广 ;六 0 的 脚 标 j 不 超过 一 个 ,并 且 在 这 种 
情况 下 ， 六 ;j 是 单 左 4- 模 。 

现在 证 明 ， 从 格式 SCA4) 的 每 一 点 i， 引 出 的 射线 不 能 
多 于 一 个 ， 事 实 上 ， 从 二 | 出 两 条 射线 分 别 进入 j 和 k 是 不 可 
能 的 ， 因 为 如 果 这 样 ， 就 及 i 到 0 和 Vi 和 0， 如 果 从 i 到 j 
不 可 能 的 ， 从 而 代数 .4 是 右 单列 的 。 类 似 地 ，4 是 左 单列 
的 ， 即 为 广义 单列 代数 。 


$4 拟 Frobenius 和 继承 右 单列 代数 


如 果 拟 Frobenius 代 数 .4 是 右 单列 的 ， 即 任 一 主 右 4- 模 
都 是 链 模 ， 则 由 于 主 左 4- 模 是 上 主 模 即 与 主 右 4- 模 对 侦 ， 
因此 它们 也 是 链 模 ， 即 4 是 广义 单列 代数 。 换言之 ， 对 拟 
Frobenius 代 数 而 言 ， 右 单列 性 ， 左 单列 性 和 广义 单 列 性 是 
一 致 的 。 下 述 定理 给 出 了 广义 单列 代数 的 拟 Frobenius 性 的 
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判断 准则 。 

定理 4.1 设 4 是 不 可 分 解 的 广义 单列 代数 ，.4 是 拟 Fr- 
obenius 的 ， 当 县 仅 当 SCA) 是 圈 ， 而 任意 主 右 4- 模 的 长 
度 相 等 。 

证 上 明 :， 设 4 是 拟 Frobenius 的 ， 因 为 4 不 可 分 解 ， 从 第 
九 章 推论 3.5 知 ， 在 S(A) 中 没有 终端 。 这 意味 着 5(4) 
是 圈 。 此 外 ， 若 p;， P,>RR; 是 主 4- 模 P; 到 主 4- 模 Pi 的 根 RR 
上 的 满 同 态 ， 则 9g 不 是 单 射 (不 然 的 话 ， 作 为 内 射 4- 模 ，P; 
将 是 已 的 一 个 直 和 项 ， 而 这 是 不 可 能 的 ) 。 所 以 ，1;=1(P;) 
> 人 CORD =1(Pi) - 1 或 1 疡 1 考虑 到 S(4) 是 圈 ， 所 以 六 和 
1 和 <…<<1,<1,， 即 全 部 1: 相 等 。 

有 反之 ， 设 SCA) 是 图 ， 且 11 =…=1,=1。 设 P=Pi 是 主 
右 4- 模 。MM4 是 其 唯一 使 (P/M =k 的 子 模 , ( 显 然 ，M= 
PR 此 处 ， 尺 =radA)。 为 方便 起 见 ， 我 们 记 Ps = P,， 
Ps = 已， 等 等 。 这 时 PC(M,) 守 Pi:,， 这 就 意味 着 M : 是 
Ri 1 的 满 同 态 像 所 以 PC(M,) 之 Pi, 等 等 .一般 来 说 ， 
PCMD 之 Pirs (只 要 M tt 0)。 特 别 地 ，socP= M.:， 从 
而 PCsocP;) = Pitp-1。 显然 ， 在 不 同 的 i= 1，*…，s 之 下 ， 
模 已 + 彼此 不 同 构 。 换 言 之 , 任 取 主 右 4- 模 Pi, 其 基 座 是 
单 模 , 旧 当 已; 尖 己 时 ，soc 己 关 soc 书 。 由 第 九 章 定理 3.7， 
4 是 拟 Frobenius 人 代数。 定理 证 毕 。 

推论 4.2 分 离 型 不 可 分 解 的 广义 单 列 拟 Forbenius 代 
数 4 由 集合 {5, D,5，1; ni1，…，ns} 确 定 ， 此 处 吕 是 分 离 
可 除 代 数 ，o 是 也 的 自 同 构 ，s，1， LEE ”9 ns 是 自 然 数 。 
并 且 DD 在 同 构 意义 下 唯一 确定 ，o 精 确 到 自 共 堪 和 内 自 同 构 ， 
{m1，"…, ns} 精 确 到 循环 置换 。 (图 SA) 的 点 数 s 和 主 4- 模 
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的 长 变 ; 部 是 唯一 确定 的 。) 

转 入 对 继承 右 单列 代数 的 研究 ， 首 先 指出 ， 根 据 第 三 章 
推论 7.3， 在 这 种 代数 的 格式 S 中 没有 图 。 从 推论 2.3 知 ，S 
是 互 不 连通 的 若干 个 带 有 了 唯一 终端 的 树 的 并 。 对 分 离 型 代数 
可 从 第 八 章 定理 5.4 和 2.5 得 到 完全 的 刻 划 ， 这 样 的 代数 同 构 
于 T(V)， 此 处 是 分 离 代 数 8 上 的 右 单列 双 模 , 在 型 ( 甩 , 广 7 
的 格式 中 没有 图 。 然 而 这 一 论断 在 去 掉 分 离 性 假设 之 下 仍 保 
持 其 正确 性 ， 这 可 由 下 述 结果 得 出 。 

定理 4.3 设 4 是 有 限 维 代 数 ，R=radA, S=S(4A),B 
=.4/R,， =R/R*。 焦 设 村 格式 中 的 任意 射线 p; i->j， 
不 存在 i 到 j 的 长 度 大 于 等 于 2 的 路 o (特别 地 ,在 S 中 没有 
圈 ) ， 则 4 同 构 于 B- 模 上 的 张 量 代数 TCV) 对 某 一 规则 理想 
的 商 代数 。 

证 归 ， 类 似 于 第 八 章 定理 5.2 的 证 明 ， 我 们 只 需 验证 ， 
在 4 中 含有 子 代数 4 之 B， 而 在 R 中 含有 B- 子 模 瓦 ， 使 尺 = 
ROR’, 

用 已 "yg Ps 记 不 同 的 主 4- 模 ， R;= radP;, Ri; 三 
Hom4(P) PiD . 若 /: P>P; 是 同 态 而 非 同 构 , 则 ImfC Ri 从 
而 /= %g, 此 处 %: PCRi)->Ri 是 满 同 态 ，g 是 Pi>P(Ri) 的 某 
个 同 态 。 因 为 在 3 中 没有 图 ， 若 Pi; 是 PCR) 的 直 和 项 ， 则 
ji， 且 从 点 /到 点 i 不 能 有 路 。 这 时 根据 第 三 章 预 理 6.1， 
Ri= 0， 从 而 g = 0 ， 随 之 也 有 /= 0 。 所 以 4(Pi) = 也 ;是 
可 除 代 数 , 设 4 人 站 已 四 … 四 mmP. 将 第 三 章 定理 5.2 应 用 于 


环 4=~ 忆 404， 我 们 看 到 尽 = 四 Ri 而 B=4/ Rx 
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TI 164DD, 并 且 4>4~B. 
f=1 

设 从 i 到 j 有 一 条 射线 ， 则 从 i 到 j 的 一 切 路 只 有 这 一 条 射 
线 。 由 第 三 章 定理 6,1 知 ，Rij 之 Vij;=eiV ess 此 处 e;: 和 ej; 是 使 
ei1A 守 Pi,eiA 之 Pj 的 宕 等 元 ， 记 六 = SR ( 取 从 i 到 j 有 毅 线 
的 对 (i, 让 作为 被 加 项 ) ， 我 们 得 双子 R 的 子 模 ， 满足 及 = 
有 BR。 定理 证 毕 。 

推论 4.4 右 单列 继承 代数 同 构 于 TC(Y)， 此 处 广 是 半 单 
代数 8 上 的 双 模 ， 且 使 型 《8,V) 的 格式 是 互 不 连通 的 若干 
个 带 有 唯一 终端 的 树 的 并 。 

推论 4.5 ”继承 广义 单列 代数 同型 于 一 些 可 除 代数 上 的 
上 三 角 和 矩阵 代数 的 直 积 。 

证 明 ， 显然 只 须 验 证 ， 不 可 分 解 的 简约 广义 单列 继承 代 
数 同 构 于 某 一 可 除 代数 上 的 上 三 角 和 矩阵 代数 。 由 定 理 3.2 和 
控 志 4 和。 这 样 的 代数 同 构 于 (7), 此 处 是 代数 B=Dx 

…XDD=DD(D 是 可 除 代 数 ) 上 的 双 模 ， 并 且 当 j# i+1 时 ， 

Vij=eiVei;=0, 而 Vi (i+0) 是 正则 D- 双 模 (此 处 1 =ei+ 
+ es 是 代数 的 单位 元 的 极 小 分 解 》 。 用 ei (41 表 广 ;yb 中 
与 DD 的 一 切 元 素 a 可 交换 者 ， 即 满 足 oei ty =ei (+4:) 4 的 元 
素 。 

计算 Vs*, 显然 ， 当 ji+ 1 时，V'i G+ @s (rs) =0。 
同时 ,Vi Gry @aV Gry tr DB@oD~D， 且 此 模 的 基 
底 是 元 素 e@i (+2) =ei (+ @e G+1) (i+2) ,类 似 地 , 建立 元 素 
Cilita) Ci(it2) @e (+2) (i+s) 以 及 所 有 的 元 素 ei 此 处 s 之 j 
之 i. 我 们 指出 , V5 =0。 因 为 在 型 (B, 信 ) 的 格式 中 没有 长 度 
是 s 的 路 ， 所 以 代数 TC(V) 的 任意 元 素 可 唯一 地 表 作 形式 
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>> Qijeii = > eiiqii 此 处 ai; ED。 因 为 j < kh 时, eieni = 


1<i<js3 LE 


0, 且 eijiei = ei1， 则 令 该 元 素 与 下 述 形式 的 矩阵 


aa '** ais) 
0 GQ22 ''* G2s 
0 0 ss 


相对 应 ， 我 们 便 得 同 构 T(Y) =Ts(D)。 定 理 证 毕 。 

从 T(Y) 的 上 述 算法 和 定理 4.3 可 得 下 述 推论 。 

推论 4.6 设 A4 是 不 可 分 解 的 广义 单列 代数 ， 其 格式 为 
链 ， 则 4 同型 于 Ts《D) 的 商 代数 ， 此 处 DD 是 可 除 代数 。 


| 习 是 
1 , 设 4CMs (CK) 为 由 下 述 形式 的 矩阵 组 成 的 子 代数， 


al as as 
0 a, 0 ai€EK i=]1, 2,3,4,5 


0 0 as 

a) 验证 左 正则 4- 模 是 半 链 模 ， 而 右 正则 4- 模 不 是 半 链 
模 、 

65) 设 MM 是 右 4- 模 ，ei; 是 矩阵 单位 ，M; = Me;;,， 验 证 ， 
用 e:(eis) 去 乘 ， 定义 一 个 线性 映射 L,: M,->M， (Lss” 
Mi~Ms) 。 反 之, 设计 1!，MM,，MM 是 三 个 向 量 空间 ， 
工 ,， 及 ,一 MM, 和 Ls: MM 一 Ms 是 线性 映射 , 令 M=M. 昌 
M, 合 Ms， 并 按 下 述 公 式 定义 其 元 素 对 代数 的 基 元 素 的 乘 
法 ， 
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(mism2sma)erl = m1, 0,0)s 

(mism2s ms)ess = (0,1m2,0)s 

mis m2s ma)ess = (0,0, m3)s 

mis m2 ms)ers = (0, miL,, 0)s 

misym2y ms)ers = (0,0,miLs), 
验证 ，A 以 在 这 样 乘法 下 成 为 4- 模 ， 并 且 若 入 是 根据 映射 [， 
和 工 建立 的 另 一 个 4- 模 ， 则 Ms= N， 当 且 仅 当 存在 向 量 
空间 Mi 的 自 同 构 gi(i=1,2,3), 使 L'; = 1Lipi(i =2,3)。 

c) 运用 练习 0) 中 指出 的 构造 ， 计 算 所 有 的 不 可 分 解 .4 
模 ， 并 验证 它们 满足 定理 1.1 的 条 件 (3 ) 和 “4)。 

d) 验证 rad A 是 主 右 理想 ， 但 不 是 主 左 理想 。 

2 .考察 M :(C) 中 由 下 述 抢 阵 组 成 的 子 代数 人 


a a 
(Co s) ai1€ER, assas EC, 


证 明 A4 是 右 单列 代数 ， 但 不 是 左 单列 代数 ， 并 且 S(CA) 是 链 ， 
而 rad A 是 主 右 理想 ，。 

3 , 设 4=T,(K)〈《 上 三 角 和 矩阵 代数 ) ，P;=ei;A (en 
是 矩阵 单位 ),P=2P, 多 @P,, B=4(P)。 证 明 B 是 广义 单列 
代数 ， 但 radB 不 是 主 右 理想 ， 

4 ,证 明 若 RR=rad A 是 主 右 和 主 左 理想 ， 则 代数 4 是 广 
义 音 列 的 。 (提示 : 设 4> 多 mnPi~ 多 wmP'; 此 处 PP 
(P';) 是 两 两 不 同 构 的 主 右 〈 主 左 4- 模 ， 并 且 若 Pi=ei4 


则 Pi Aeis PCPR) = ©®@ tiPi PCRP) = @ tiP',, 
i=1 j=l 
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从 第 三 章 习题 5 知 , 任 取 j， > timni， 且 > 1 iminie 


i-l i=1 


利用 这 一 点 , 从 ti;=0 可 得 ti =0， 且 反 过 来 也 是 。 再 从 这 些 
不 等 式 引 出 ,对 任意 i 都 有 总 二 <1 及 这 <1)， 


1=1 = 1 


反面 的 论断 从 习题 3 知 不 真 。 
5 证 明代 数 .4 是 右 单列 的 ， 当 且 仅 当 任意 下 述 图 形 
Pi 一 -~ P,: 
pr 


此 处 P1, P,P,, 是 主 4- 模 (不 一 定 相 异 ) ， 可 补充 成 下 述 
两 个 换 交 图 形 之 一 ， 


Pr 一， 
人 a ET 


6. 设 1 =el+es+…+er 是 代数 4 的 单位 元 的 极 小 分 解 
Cn 之 3) ， 证 明代 数 4 是 右 单列 的 《广义 单列 的 ) ， 当 且 仅 
当 对 任意 的 三 个 肢 标 i, j,k， 令 e =e;+ej;+es， 则 代数 eAe 是 
右 单列 的 《广义 单列 的 ) 。 (提示 利用 第 八 章 定 理 4.4 和 
上 面 的 习题 ,) 

7 .对 右 单列 继承 代数 叙述 与 上 面 习 题 的 结果 相 类 似 的 
定理 ， 并 证 明之 。 
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8 . 设 B= 刀 *， 此 处 刀 是 有 限 维 可 除 代 数 ，1=el + … 十 

e: 是 代数 已 的 单位 元 的 极 小 分 解 ， 玉 是 一 个 B- 模 ， 使 得 除 

Ci+1) 和 (s,1) 之 外 ， 任 取 对 (i,j) ,都 有 大;=eyrei 

=0, V; (i+1) 是 正则 D- 双 模 ， 而 矿 ,, 是 万 - 双 模 ， 它 由 可 除 代 

数 刀 的 自 同 构 c 所 确定 。 证 明 张 量 代数 了 () 同 构 于 下 述 形 
式 的 矩阵 代数 ; 


[Qi Gil Gis 

ta az 

tas! tass as | 
‘fan! ta ta … am -| 


此 处 cj 是 斜 多 项 式 环 方 [ft, o] 的 元 素 〈 参 看 第 九 章 习 题 12》 。 
其 基本 理想 7 由 所 有 对 角 元 ai; 都 是 1 的 倍 式 的 矩阵 组 成 。 

9 .从 习题 8 引出 分 离 型 简约 广义 单列 代数 的 刻 划 。 为 
了 还 能 得 到 非 简约 代数 ， 需 如 何 改变 相应 的 矩阵 代数 的 构 
造 ? 

10. 证 明 分 离 型 《B,V) 的 拟 Frobenius 广 义 单列 代数 4 
同 构 于 7 〈 广 /7*， 此 处 7 是 妃 - 模 矿 的 张 量 代数 的 基本 理想 。 
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主 多 项 式 161 
主 迹 161 
主 迹 型 ”161 
主 范 数 161 
主 模 66 
右 单列 代数 252 
右 单列 双 模 255 
有 理想 19 
左 理想 19 
左 模 17 
代数 1 
代数 的 根 62 
代数 的 型 ”217 
代数 的 表示 13 
代数 的 格式 81 
代数 的 中 心 6 


代数 的 维 如 1 
代数 的 分 裂 域 117 
代数 的 张 量 积 101 
代数 的 同 构 8 
代数 的 同 态 9 
生成 子 212 
生成 元 系 70 

正 合 列 198 
正则 模 15 

正则 双 模 97 
正则 特征 水 ”170 
正规 基 130 
正规 基 预 理 129 
正规 扩张 ”126 
正 变 函 子 197 
正 交 寡 等 元 33 
半 单 模 42 

半 单 代数 44 

半 链 模 218 

可 分 解 模 28 

可 除 代数 11 

可 除 代数 的 n 维 自 表示 98 
可 和 裂 代数 85 

可 裂 的 正 合 列 200 
本 原 短 等 元 66 


六 画 
共 轿 子 代数 57、105 


共 拒 的 提升 150 
交叉 积 135 

交换 图 198 
自由 模 69 

自 同 构 的 不 动 点 127 
自 同 构 的 不 动 域 127 
自然 同 态 203 
同 态 的 提升 69 
同 态 预 理 19 

同 态 核 19 

同 态 像 19 
同型 的 半 单 代数 5 
同型 代数 ”81 

向 量 空间 47 


a 


七 画 
函 子 195 
函 子 的 自然 同 态 208 
函 子 范畴 208 
伴侣 212 
投射 19 
投射 模 69 
投射 复 盖 72 
张 量 积 99 
张 量 代数 215.176、202 
极 大 子 域 107 
极 大 子 模 27 
极 小 右 〈 左 ) 理想 44 
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既 约 表示 25 
删除 预 理 232 
局 部 代数 ”66 
纯 量 扩张 ”108 
拟 正则 理想 63 
连通 的 格式 85 
围 道 ”253 
完全 可 约 表 示 28 


八 画 
单 分 量 53 
单 代数 50 
单 因子 27 
单位 10 
单位 元 3 
单位 元 分 解 33 
单位 射 元 193 
单 模 25 
单列 代数 244 
直 和 项 29 
规则 理想 216 
非 退化 模 159 
忠实 表示 “13 
忽略 函 子 ”196 
范畴 间 的 等 价 对 应 ”209 
终端 ”253 


矩阵 表示 14 
型 的 格式 218 
结构 常数 2 
独生子 代数 10 
既 约 特征 标 170 


十 本 
特征 多 项 式 157 
特征 标 170 
特征 标 表 170 
格式 的 路 83 
格式 的 连接 矩阵 82 
格 的 反 同 构 229 
继承 代数 89 
准 素 代数 73 
射 元 193 
射 元 的 合成 《乘积 ) ”193 
射 元 的 逆 元 195 
素 域 116 


十 一 画 
理想 22 
基 代 数 79 
基本 理想 216 
商 代数 23 
商 代数 的 提升 150 
窜 等 元 33 
窗 么 共 思 150 


而 和 一 


链 模 248 


十 二 亚 
等 价 的 表示 14 
等 价 的 范畴 ”209 
最 小 多 项 式 12 
循环 模 20 
象 元 192 


十 三 画 
零 因 子 10 
零 化 子 24 
简约 代数 79 
路 代数 〈= 格式 的 泛 代数 ) 88 


十 四 图 
模 14、17 
模 的 根 60 
模 的 秩 70 
模 的 长 度 26 
模 的 基 座 94 
模 的 判别 式 159 
模 的 生成 子 212 
模 的 自 同 态 代数 32 


十 六 盏 
整 代数 数 174 


Braucr 群 110 
Brauer 定 理 45 
Burnside 定 理 182.183 
Burnside 稠 密 定理 56 
Cayley 定 理 13 
Frobenius 代 数 236 
Frobenius 定 理 110 
Galois 群 126 
Galois 理 论 的 基本 定理 130 
Glassman 公 式 27 
Jordan-H6lder 理 定 26 
Kronecker 定 理 116 
Krull-LLIxgnTr 定 理 75 
Maschke 定 理 167 
Morita 定 理 213 
Nakayama 预 理 61 
Nakayama-CkopankosB 定 理 218 
Noether 定 理 20.22、23、24、133 
Peirce 分 解 34、35 
Schur 预 理 41 
Skolem-Noether 定 理 105 
Wedderburn 定 理 120 
Wedderburn-Artin 定 理 51 
Wedderburn-Dedekind 定 理 50 
Wedderburn-Manpres 定 理 
150 


MoxsE 定 理 51 
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